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On Isotropic Renee pene and the Measure sti 
: of Deformation . 
By Meir Hani and Markus REINER, Haifa, Israel?) 2) 
S The symbols used are 

A indicating ALMANSI, 

A,, By, C, coefficients, 
- C indicating CAucHY, 
r e; strain, 
? G indicating GREEN, 
: ane, metric tensor, 
4 H indicating HENCky, 
¥ 2,9, 8 principal directions, 
A +. constant coefficient, 
4 l length, 
é by initial length, 
4 ly final length, 
q pr stress tensor, 
4 S amount of shear, also indicating SWAINGER, 
a ie volume, : 
$ v velocity, “ 
E tY, symmetrical tensors of rank hae. 
A 7 ea coefficient, \ Aas 
4 Al elongation, . | Sg 
. 6. KRONECKER’S delta, A Waa 
¥ n coefficient of viscosity, . “oo ee 
Ne coefficient of cross viscosity, Li 
3 . A LAME’s constant, ee 
q a shear modulus, \ aT 4 se 
4 I, II, 111 principal invariants. im 
3 ' 1. Let there be two paysteot quantities represented by two symmetric Res 


_ tensors of second rank xf and y,. Let both be related by . < 
: Vy = F(x.) ; ; Pi couats (ut) ee 


2 Asan" 


: 2) The research reported in this document has been sponsored i in part by the Air Research and we S 
Development Command, United States Air Force, under Contract AF 61 (514)-871, eres Ee) aes | 
European Office, ARDC. ; 1 ee 


: : 1) Israel Institute of Technology. 
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and let the relation be isotropic. Then, because of the generalized principle of 
dimensions, the function F must be expressible as a sum of symmetric tensors | 
of second rank multiplied by scalars, thus 


yl = Go OF +.G, al + Gy xh mt Gy 0, 1g we " {TZ} 
which we may, for simpler writing, express in the form 


y= Dy Fa am = Gy x°+ FG, xi + G, ve, Cea (1. 3) 


The & are in general functions of the principal invariants I,, II,, III, of x4, or in 
a power development 
Sah Dy Nine 1? II? Til’. (1.4) — 
Par 
Equation (1.3) can be further developed by means of the Cayley-Hamilton 
equation which can be written as 


gt eel ee TL ie Le (1.5) 
or 
3. = Je? — Tie 4 TI 4 (5s 
Therefore 
Daigeaee see gabe e) opti gsm On Nie (1.6) 


where the A,, B,, C,, are also power-series in I,, II,, III,. This makes (1.3) 


y= Gy 2G, 0 G.0 + GA, x Bz et Cae (1.7). 


or ar 
y= Gat SFaCn) + Git YS, By) + (Grt YFnAn) a (18) 
na n= n=8 
for which we can write with REINER [6], [7]*) 
Yoel e On Ly k,l ees (1.9) 


where the scalars Fy, Ff, F, are in general power series in the principal inva- 
riants of x%. 

The equation (1.9) is valid in general, that is also outside the fields of 
elasticity and hydrodynamics for which it was originally derived; and it is thus 
shown that the most general relation of symmetric tensors of second rank is of 
second order in tensors and not higher. However, the F are power series of the 
components of xs to any degree through the invariants and the relation (1.9) 
can be of any degree in tensor-components. 


3) Numbers in brackets refer to References, page 392. 
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The problem now arises how to express in a general manner the F through 
the A, B,, C,, and the Gf, in terms of the invariants 130, Ll. 


2. We start from (1.6) and the first step in our problem is to evaluate 
A, B,, C, in terms of I, II, III. To simplify notation, denote 


ty= 1) *#,=— I; x,=III, (2.5 


then (1.5) becomes 


x8 = %y x2 + X% x1 + Xy x, (2. 2) 


and the 4, B,, C,, are functions of x,, 9, x3. 
We derive first recurrence formulas for A,, B,, C,. From (1.6) and (2.2) 


BE = An M8 By x8 + Cy % = An (%y 0 + Ry ¥+ 5) + Bax? + Cy H | 
3) 
= (Ay %1 + By) 28+ (Ag %y + Cy) + An Hy. | 


On the other hand 


en+1 2 , 
ae Ans + all Bry % +> Cra y 


Comparing the coefficients we obtain (7 = 3) 


TA 


Ans a. ae + By, 
B,C; | (2.4) 


Cai = we X - 


_ All the A,, B,, C,, can be computed from the recurrence formulas (2.4) and 


Perey 


Perey ee NN OP ee 


a Ter ee ae er eT ee 


from the initial values 


Ag=%; Bg=%_; Cy = %3- (23) 
We get in fact 
Ay= Xi + %, Ay = #8 ded wy te Xs, 
By = Kade T Xe: By= %4 %_ + %1 %g + 43, (2. 6) 
Cp = ay Kas C, = He ty HH Ke - 


However, in order to obtain general expressions of A,, B,, Cy, we should first find 
recurrence formulas for A,, alone, B, alone, and C,, alone. From (2.4) we have 


Ag St Ans 41+ Bg Aga Ais Xt Cine (2.7) 


= An 1 %1 + Anz %2 + An-_3 %3- 


“epee 
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Thus the A,, satisfy the recurrence formula 


An = An-1 %1 + Anz %a + Ang %» (2.8) 


when 1 > 6. The initial values for formula (2.8) are listed in (2.5) and (2.6). 
The coefficients B,, C,, satisfy the formula 


Jape = 2 Xo + Ane Xe ) OF = ie X3 , (2. 9) 


which follow from (2.4). 
It is obvious that the general expression of A,, must be of the form 


> Op eiay he Hy My ; (2. 10) 


We notice first that if we assign to Xi %y, %3 the dimensions d, d® and as 
respectively, all the terms in eo summation must have the same dimension 
equal to d”-?, Thus only those oe ) can be different from 0, for which 


@-- 2b 30= 7,12 (2.11) 
a, b, c, being positive integers or zero. Therefore (v = 3) 


Ay a De Xa bc 44 de Xs (2.12) 


a+2b+8¢=n-2 


where the index () in «”) has been dropped. 
To determine «5, we substitute equation (2.12) into the onus (2.8). 
piven: 


a .0 
Xa, b,c xy Xo Xe = Xa, ie a Xs 
a+2b4+3¢=n-2 4+2b4+3c=n—-3 
b+1 ec c+1 
== y La bc CaM on Pee y he b ae Ke Xe 
a+2b+38c=n—4 4+264+8c=n—5 


Or 
yO BORO ee ee a ib oe 
banc Vy %2 %% = eS: He 1b c 1 %2 % 


| 
4+2b+3c=n-2 *  @44+2b48c=n-2 


O30) 6 @ 200 76 
ae Ds Xa,b-1,¢ 1 %q %3 By Mab c-1 %1 Xe Xs » 


4+2b4+3c=n-2 a+2b+38c=n-2 


(2.13) 


where a+ 1, b+ 1, c¢+1 were replaced by a, b, c respectively. 
Comparison ae coefficients gives (a = 1,b 21,c =1) 


7 bie mene eae sae Cate: (2.14) i 


We thus obtain a recurrence formula for %a,b,c- Ihe initial values are [see 
equations (2.5), (2.6) and (2.12)]: 


Oy, ofa Lpe «omg eet deep ee (2.15) 
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_ Consider now a, 0,9: By (2.14) and (2.55) 


| Fa,2,0= %20+2+3+--+a+ (a +1) | 


0.0 = My 1g St tH oo=l. 
By further similar considerations we get 


a,1,0 — 11,0 T % 0,0 = Sy 9 4.9 t+ Oye 1o0t l=--+=a,,9+a=a+1, 


(2.16) 


2 L2H 


eit 2t+5b-+a+ (a4 1) ae tu e+?) _ (ohBly | 


_ The obvious generalization is 


(a+ b)! 


a0 el bl? 


and since formulas (2.13), (2.14) are symmetric in respect of a, 8, c, the 


suggested formula is 


(a+ b+ c)! 
a,b;¢ al blch * 


(2.17) 


_ Formula (2.17) can be proved easily by induction. Assuming (2.17) to be 
_ valid for a »,,, When k << a,m<6b and n<c, we have from (2.14): 


Lf St + Ot 2s) ] (2+ 6-1 + ej Werk O=— Ges ty 
%,¢ ~~ “(@—ijiblel +” al@—Dle! 1 albl(c—ty! 
+b+¢-—1)! 
-* ther et he) 


which proves equation (2.17) by induction. We have finally the result for 


ay = 3 


+b+c)(a+b+c-—1)! ,, j 
IO Se EP RAS 8 eee aig ss) 


a+2b+3ce=n—-2 


Equations (2.9) yield the additional results 


, 


bt e). (a be Ly a. ; 

a eae Ns a! b!c! i Te 1h2 LT ? (2.19) 
c(a+b+c—1)! 5, . 

Cn = =r ( ers (2.20) 


a+2b+3c=n 


3. Having thus found expressions for the 4,, B,, C, in (1.8), as series in 


I, IJ, III, the next step is the determination of the constants k of (1.4). This 


can only be done by means of suitable experiments in which related components 
of y and x are measured, and the component y is expressed as a function of 
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the component of x. The simplest experiment will be one-dimensional in. %, 
Let x(t), x(7), x(k) be the proper values of x% with reference to the principal 
axes 1,7, k. We can then put x(7) = x(k) = 0 and 


Le #0), “Ih=lb=28; (3.1) 
In this case from (2.18), (2.19), (2.20) with b= c= 0 
Ay = H(t)" -* x = By = Cy = Os (3. 2) 


oo 2 Fb x(t)? . (3.3) 


while 


This would serve for the determination of the constants Rene: 
Similarly one could use another experiment in which 


x(j) =—2(i), x(B) = 0 (3.4), 
and 
L=05. IL=—%0)7> 1h = 0" (3.54 
when a = c = 0 and 
Aye (A) Bias Pe Bo SA a ee ee (3.6) 


for the determination of es in 
In =D, fe),o (— Ht) **- (3.7) 
q 


We do not propose to follow this up here, but shall investigate the case when 
the G,, are constants, say K,, and therefore 


y= Kot SKA Cy FS Bye D>, Ky Bas y= Ky + DK, Aa 
n=3 n=3 n=3 
Then in the first experiment 
yt) = D'K, x)", (i) = y(k) = Ko, (3.9) 
n=0 


while in the second experiment 


y(t) = Ky + Ky x(t) + Ky x(t),  y(j) = Ky — K, x(t) + Ky x(t)?, y(k) = Ky. 
(3.10) 


The representation of a physical quantity by a tensor will not always be 
unambiguous. There may be several or even many manners in which that 
quantity can be defined by means of a tensor. The question then arises how to’ 
express one tensor by another. Taking our example from elasticity, this is the 


a 
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case with the measure of strain. Strain is represented by a symmetric tensor 
of second rank, but this permits many different measures. What is acti 

measured in experiments by means of so-called (mechanical or electrical) shat 
gauges are not strains but changes of lengths. Two points on the body are 
marked at distance /, before straining and J, after straining and 


Al = 1, —1, (3.11) 


is measured. Any function of the ratios Al/l, or Al/l, can be considered as a 
measure of strain. In terms of simple, pure extensions, the following measures 


have been proposed, among others, by CaucHy, GREEN-ST. VENANT, HENCKY, 
ALMANSI-HAMEL, SWAINGER‘) in this order: 


(i) ai) = jh —1=e, 

(i) ¢@) = A —* =e (1+ 4), | 

(iii) @(¢) = In (31) =i (+e) —In (32) =—-In(l—¢),} (3.12) 
(ivy 2@) = =e = e (1S), | | 

(v) #@)=1- 6 


In order to appreciate the difference between the measures, note that if a bar 
is extended to twice its length these measures give 


SE ey e660 0375s C0 e 


while when it is compressed to half, we have 


Cc 


LLY Le ET Ey RT es ee Se 


In engineering, the Cauchy measure is used in the elastic and the Hencky 


~ measure in the plastic range. However, expressions in tensor form are known 


for ef and 2 only. They were derived by MuRNAGHAN [3], and are 


2,5 7s bap ie x*) ee cay TE ans , (3.13) 
2 tr, = brs — pak (Mah CB) (3.14) 


In these equations an index on the left refers to the initial state, an index on the 
right to the final state in the deformation. Expressions in tensor form of the 


4) For references compare TRUESDELL [13], §§ 15, 16. 
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other measures are not known, except when products of the displacement 
gradient components are disregarded as in classical elasticity. REINER [8] has 
shown that this procedure is inadmissible even in ‘infinitesimal’ elasticity. As 
an example of the application of the method indicated above we shall show 
further down how the expression in tensor form of the Hencky measure can 
be derived. © 

' Before doing so, a few words may be said why the possession of one or the 
other of these measures is desirable. When in elasticity the classical stress-strain 
relation is linear 


Boa 1 OF afte. (3,15) 


with constant moduli in any one measure, it will not be linear and/or imply 
variable moduli in any other measure. The advantage of a linear relation is 
obvious to any experimentalist. Moreover it is known that large elastic strains 


in certain materials are due to a hidden ‘open’ structure, and are then linear © 


in the classical Cauchy-measure, on the model of the closed-coiled spring as 
used in a spring balance. Blown bitumen seems to be such a material, but there 


should be others. In this case it is desirable to possess a tensor-expression for — 


é of (3.12). Then there are problems in large plastic deformation. Here the 
only adequate measure is the Hencky measure, because this is the only measure 
in which the extensions form a group as can be seen from the relation 


1 ls ly 2 1 


This property of forming a group is required in plasticity because in (ideal) 
plasticity (as in viscosity) the amount of finite deformation reached at any 
time is of no physical significance. As a matter of fact no definite meaning can 


bata CTO rede ae . 
Ins In ( In-® +In>. (3.16) 


be attached to such deformation because while in elasticity there exists an” 


‘unstrained state’ to which the length J, is referred, no ‘undeformed state’ can 
be defined. In plasticity, as in viscosity, the indrease in length di, which takes 


place during the time-increment dé, can only be referred to the instantaneous ~ 


length / so that the extension 


which is Hencky’s measure. At the same time, only in the Hencky measure can 


the cubical dilatation be measured by the first invariant as can be seen from 


EG) 


V 
6 = In Bin = In ( 
9 log lo; 6% ly; 


1 : : 
..7t)=Inzgt tin Btn Ze, | Bane 
oj Ok On 


so that the deviator is of physical significance; and plasticity relations must be 


expressed in terms of deviators. 


en A eae seen a 
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4. Taking up the problem of the expression of measures of deformation, 
other than the Green and Almansi measures, in tensor form, we do not have to 
perform experiments. What has been described above as the ‘first experiments’ 


is given in equations (3.12). We have 


a 

Mi) (@) © = (2) e) = -14 \/1 oGyes = Due (2 (i) e)”, (4.1) 
s1 phe . 

(ii) e(i) = f(2e(é)) — "39(7) atu) (4.2) 

(ii) 20) 2 =m (A+ @e)t=m(042H8-Y CV Awa, 43) 


Hiv) 2e(*) = —In (1 — e@))? = —In(1— 22()) = Y= (22())" 5). 4.4) 


These developments are valid for | 2 (7) e| or |2 2 (i)| <1. We now introduce. 


7 


“for y(i) in turn (i) e, e(é), 2 (i), 2e(2) and for x(é): 2 (i) and 2¢(2), while 


_ x(7) = x(k) = 0. Comparison with equation (3.9) now shows that K, vanishes 


in every case. From = 1 upwards the expressions for K,, are 


; (2 1\. 
“(i mal?) (ii) xa(4) (-1)"; (iii) K, = oe (iv) K,=—. 
(4.5) 


J 
- 
A 
- 
7 


— 
we 


hal dade 8) 


Nad ia kh 


S 
a 
4 
, 


Tere ee Ay Te AERTS 


5. We shall now show in detail how the Hencky measure can be expressed 
through the Almansi measure. From equation (iv) of (4.5) we know that 


Kj=0, K=—, #21). (5.1) 


It then follows from (3.8) that 


ai | c(a+b+c—1)! aqyyo c 
to epee ta al biel tae 


=8 
- c(a+b+c—1)! @ (TE) 11 
A Pa (a+2b+3c)albic! CM) x (5.2) 


(a+26+3c23) 


oo c(a+b+c—1)! h ia 
eee (a+2b+3c)a! ble! Ty (-IL)° OY,; | 


c 
ion 24 (i é (i ived by Hencky 
5) The equation 2 ¢ (i) = —In (1 — 2¢ (i) was derived by HENCKyY. 


ZAMP VII/25 


386 Merr Hanin and Markus REINER ZAMP 


oe ti (b+ c) (ap bees al aqyro c | 
Fe 112 eae rs a! bic! YM, 


SI) er 


a (@426 + seb) al bla (5.3) 
(a+2b+3c=>2) 
ot) (Orb o) (es Bee elie 
mh ON Trcos + 3 et eee Ié (—I1,)° 1g; 
1 Se al Gea ORE 1)! ya 76 1176 
Aa-$+ S42 Ep etiedees se pee 
n=0 a4+2b4+3c=n-2 
1, open @+)4 dab te=1)l b TTT6 : 
a Byte (a@+2b+3c+2)a!lblec! EC IL), (5.4) 


(a+ 2b4+3c21) 


1 Ge b (oil) | 
=>4 oy (@+ 6+) (a+ ) 


a b c 
gibt ace Aalslde ee 


J 


In order to perform the summations we introduce in place of I,, II, III,,, the 
variables I, a, «3, defined by 3 


a,b,c=0 


I,=1; UW, =£e, 12) -HT, =o 08 . (5.5) 


and we obtain: 


oe = c(a+b+c—1) 
0 


4+26+3¢ bc 
Dne~xO (at 26430) alone o 


Oy O55 


= . (6+ ¢) (a+b+c—1)! Law 
SG ny (@+2b+3¢+41 Dletihe be Ge Oe; (5.6) 


Raby 9 t+bt+o @+b+e-1)! 


[et t2b+3e be i 


2° gt, @42643e 42) alblc! Se re 
The sums appearing in (5.6) can be evaluated with the help of the formula : 
im nk! (1— x)n+t 
We consider F first. Since the term with a — 0, b= 0, c = 0 vanishes, we have 


Fy {I = 0, og, ag) = 0; ol 
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also, by differentiation with respect to I, we obtain from (5.6) 


I wae Oy rs) c (a - + 6b + ¢— 1)! rs , 
a a,b,c=0 alble! ‘ ce ie ony as | 
- 5.9 
Se pye ae * SiaseE yas : ( ) 
amy CO Le! T@ (12 ay) ([3 ag)? . 


The right-hand side of equation (5.9) can be evaluated by successive appli- 
cations of formula (5.7). Thus 


OF, ey c(b+c—1)! 


pF _ Fr e+e= I)! Gay wyegye yr tote! ye 
al Ds fai Me ae eat | 
CO 
c(b+c—1)! 4. 1 
= eee eye b (73 th 
aR ble! (1* a)? (1° as) (1 — [ete 
a nial 
rt bic! toe ot 
y a c! 1—I) & Besar 74) (5.10) 
“~ eel ee = 5" 1B ) 
a \1i-1 caret = \i-I-Ta, 
t=7 
: 1 = 1—I-Ta, 
y a Tee. Calis as yan Ore a ! 
1—I- Ta, 
we 1? as . | 
Pavel iG, = Ita,” 


A 
mit follows that J, satisfies the partial differential equation 


OF, I? a, 
a fal sPa, Sl at ee 


4 
together with the boundary condition (5.8). Solution of equation (5.11) is 
_ straightforward and yields: | 


3 n= f ty A2 dA , (5.12) 
> 


Tay sey i eee ha 
| 0 
_ changing the variable of integration to o = 4/1, and substituting relations (5.5), 


we obtain finally: : 


‘ : a* do 
F,(L» U,, II.) = 111, | er oe (5.13) 


0 


ieee Ty Te hl Us bis be ed 
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where, obviously I,, I1,, III, do not depend on o. 
Next we consider F,. It follows from (5.6) that 


F(T = 0, &, &) = 1 (5.14) 
and that 
0 +c) (a+b ma 6=1)1 vege 357 No 
<7 (I) = al . Sa pe aa T? (1? ap)? (L?e)e) (5. 


u,b, ¢ . 

The sum which appears in (5.15) can be evaluated in the same way as the sum 
in (5.10), and we get the differential equation 

1—I 


aa Fs aera See (5.16) 
Integrating cee (5. 16) under condition (5.14), we obtain 
I 
ind (o> Aaa 
ane rye Bs ce ee 
0 
from which by the substitution o = A/I, it follows that 
ab 
ay: (1 —I, oc) do 
File li eetlly) i en ee (5.18) 
0 
f, can be evaluated similarly. Thus we have from (5.6) 
al , 
a Le= O} ces a) tee a (5.19) 
and by differentiation we obtain 
1 ee (a+ b+c)(a+b+c—-1 
a ae Pa Harel EE (la)? 8 09)% 6.20) 
Summation of the series gives then 
Oa I 
or Ul HD) eee Tee The een (5.21) 


When the partial differential equation (5.21) is integrated under condition. 


1 
1 Ad 
Ey = i te (5.22) 
0 : 


(5.19), we get 


Pe A= Ae AOS 


and proceeding as above, we finally obtain 


1 


F,(l Wy TL.) = f ~——- 28 . (5.23) 
: 


i—I,o+ U0, 6?— II, 0? 


—— 
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6. We have thus carried the solution of our problem to the following stage. 
From (1.9) and (5.13), (5.18), (5.23) 


H, 
26,> 


1 
1 [ a v* do 
1— {oll oc 
e 0 


1 
i o do A 
* / T= 75 Ce = rir 4 ogee, 
0 


ore 6 


: ; 
/ _(1—T) do 
1—Io+ Ilo?— Ilo 
0 


Om 


 S 


| (6.1) 
J 


A,. : 
where e; is a function of the "x,, and the g,, and ,,g in accordance with (3.14) 


and 


4 = 2080? a? 


r, A 
Il, 4 = 20 Reh eh 


5 rae Ap Ap A 
— ~ §% teats Ai 7 Bs DB, 
my 4 OF Bs Bs ©04 Co eas * 


(6.2) 


By introducing A from (3. 14), we could derive an expression for ri in terms of 
the displacement gradient. However, no useful purpose would be served by 
this, the formula becoming extremely unwieldy. We shall rather leave the solu- 
tion in this form, and give an example for its application which is of interest in 


itself. 


We treat simple shear in Cartesian coordinates in accordance with 


. We have 


- and therefore 


with the invariants 


wt wa “el o.) 


Lae 


age Fo Vee — Os le = 2 
130>-0 
fhe Oo Lr. |, 
: 
Ove Die sf 
Ore it 


(6.3) 


(6.4) 


(6.5). 


(6.6) 
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Furthermore : 
|o 0 02; 4 
46, 6. 5? ee (6.7) 
PO eget aoa 
so that 
| 0 0 0 | 
Dig 385 ‘0 SF F—-Sh . (6.8) 
]o R-Sh SiR-R)+S*h || 
We have furthermore 
Peale (6.9) 
+ S%o S24 2 |\C +1 
* [SS Step asia (6.10 
' d 3 
0 ao 
ee eer eres In |e x12 (6.11) 
0 
where 
we pt 
Therefore finally 
0 0 0 | 
yet ines ae eS (6.13) 
PREM ON Torrie eile 4 | 
| Ss 
t : a 
with 
ioe tikes + (mn fetH)’, ilgoasoe (6.14) 


It is, of course, possible to arrive at these special results in a much simpler 
manner by geometrical considerations as was done by REINER [7], following 
a suggestion by LovE [2]. The method used here will reveal its power in more 


general cases as for instance in a problem of torsion. This will be shown at 
another place. 


j 

7. If we assume that the stress-strain relation for an elastic material is given 

by (3.15), and we use the Hencky measure, we thus find that simple shear is 
connected not only with shearing tractions but also with a tensile traction in 
the direction of the shear (in our case the y- direction), and a compressive 


Vol. VII, 1956 On Isotropic Tensor-Functions and the Measure of Deformation 391 


traction in the direction normal to it (in our case the z-direction). This is so 
even when the shear is infinitesimal. Because, let S be so small that it can be 


neglected against any number equal or larger than unity, then (where e indi- 
cates ‘infinitesimal’ strain) 


— <4 , Ezz = ar ee Ey: = , Mel OE ey = (7.1) 


bh 


In this development it should be noted that S2/4 can be neglected against one 
in 1 + (S?/4), but cannot be neglected when it is the first term in a series. In 
this manner second order effects appear also in infinitesimal elasticity, as has 
been shown by REINER [9], [10] theoretically, and realized long ago experimen- 
tally by PoyntTiNG [4], [5], when he found that cylindrical wires extend in 
length when subjected to infinitesimal torsion. REINER [10] has treated Poyn- 


TING’s observations using the Almansi measure oe and an extension of (3.15), 
including a third term in accordance with (1.9). For problems of elasticity 
this may possibly be the best that can be done. But as has been said above in 
§3, this is not an adequate treatment for either plasticity or viscosity. Here 


the only useful measure is the Hencky measure me To show this in some detail 
for the case of viscosity, consider a cylindrical tube of length /, surrounding a 
straight streamline of a viscous liquid. Let one end of this tube be fixed§), and 
the other end move with velocity v;. Then v, = d//dt"), and the longitudinal 
flow®) /, = v,//. Introducing the first expression for v, we find 


(di/dt) _ (dijl) _ d(ini) 


toe eee dt 


This is the physical consideration underlying the Navier-Stokes equations, 
where by premature linearization of the rate of deformation to f,,= (v,, 5+ Us, 7)/2 
second order effects are masked, and in the simple shear treated before /,, 
and /,, are absent. But let a viscous liquid be contained between two horizontal 
parallel circular platens, one stationary and the other rotating about a vertical 
axis (z). The radial direction may be assumed as our x. The circular stream- 
lines will have our y as tangent. Similar to (7.1), there will be a pressure in the 
z-direction. There should be no tractions in the direction x. However there 
will be tension in the direction y, and because of the curvature of the stream- 
lines, this tension will have a ‘strangulating’ effect resulting in a radial force 
acting towards the centre. If we make a hole in the upper platen, and attach 


f 6) Or consider all kinematic quantities relative toa coordinate system moving with this point. 
2 7) Or provided the deformation is homogeneous, lis an element of length. 

8) We use here ‘flow’ for what is usually designated as ‘rate of deformation » an expression 
which may be misleading. MuRNAGHAN [3] uses ‘space derivative of the virtual displacement 
vector’. 

> 


wie ee eT 
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to it a vertical tube, the liquid, because of the — p,, will be forced there upwards 
against the action of gravity, and that mass of liquid which moves in the tube 
upwards will be replaced by liquid moving radially towards the centre against 
the centrifugal forces. The whole mechanism will thus form a kind of ‘centri- 
petal pump’. 

Actually such a centripetal pump effect is known under the name of 
Weissenberg-phenomenon [12], [13]. It has been variously explained as due to 
an elasticity of the liquid [1] or to ‘cross-viscosity’, a term referring to 7, in an 
extension of the linear classical stress-flow relation to include a second order 
term [6], [11]. It was thought that it could not be explained from viscosity 
alone. The foregoing considerations have shown that such explanation is 
possible, in which case the effect should be present also in inelastic liquids 
under suitable conditions, and in the absence of cross-viscosity. Actually, one 
of us (M. R.) has recently found that a centripetal-pump effect is present in aif. 
The experiments will be reported upon at another place together with the 
theoretical treatment. 
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Zusammenfassung 


Es wird gezeigt, dass eine isotrope Beziehung zwischen zwei symmetrischen 
Tensoren zweiten Ranges auf die Form 


foe) 4 co co 
7 rr ( + > Fn Cn] Oy as (a = DS Gn »,) Ms ate (3: oi >, Fn 4,) xy s 
n=3 n=3 n=3 ; 
gebracht werden kann, wobei 


Ga= D>) ae PTI? III" 
P,4,% 


sowie die A,, B,, C, Ahnliche Potenzreihen in den Hauptinvarianten von ar 
sind. Die Konstanten k miissen durch geeignete Versuche bestimmt werden, die 
tiber den Zusammenhang zwischen den physikalischen Gréssen at und yt Aus- 
kunft geben. Die G, kénnen aber auch Konstanten sein. Dies trifft beispiels- 
weise zu, wenn #7 und y? verschiedene Masse der Deformation sind. In diesem 
Falle kann man zum Beispiel das logarithmische Hencky-Mass durch das 
Almansi-Mass ausdriicken. Tut man dies, dann ergeben sich aus einer quasi- 
linearen Spannungs-Fluss-Beziehung gewisse Effekte zweiter Ordnung in zahen 
Fliissigkeiten, auch dann, wenn das Medium unelastisch und die Zahigkeit gering 
ist. Damit liesse sich ein Zentripetalpump-Effekt in Luft, der neulich beob- 
achtet worden ist, theoretisch erklaren. 


(Received: February 19, 1956.) 


Spannungsfeld einer auf den Rand einer Halbebene wirkenden 
Einzellast bei elastischer Anisotropie 
Von Hans H. STADELMAIER, Raleigh, North Carolina, USA?) 


Einleitung 


Die Elastizitatstheorie anisotroper Kérper hat in jiingster Zeit neue Anre- 
gungen erfahren, besonders im Zusammenhang mit der Theorie der Verset- 
zungen. Sieht man namlich von trivialen Fallen ab (wie homogener Spannungs- 
zustand), so darf man Ergebnisse von der Theorie isotroper Ko6rper nicht wahl- 
los auf den anisotropen Fall iibertragen, wenn man nicht auf oft wesentliche 
Feinheiten verzichten will. Leider steht einem ausgiebigen Gebrauch der 
Elastizitaitstheorie anisotroper Kérper die mathematische Umstandlichkeit, 
aber auch ein gewisser Mangel an einfachen anschaulichen Beispielen entgegen. 


1) Department of Engineering Research, North Carolina State College. 
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In der vorliegenden Arbeit soll daher ein Beispiel durchgerechnet werden, 
dessen Lésung von allgemeinem Interesse sein diirfte. Es wird dabei mit nicht 
zu starker Einschrankung der Allgemeinheit ein geschlossener Ausdruck ge- 
funden zur Lésung eines Problems, dessen isotrope Lésung bereits bekannt ist. 
Auf der praktischen Seite ergibt sich dabei die Méglichkeit zur Erklarung der 
bereits vorliegenden experimentellen Beobachtung einer ungewohnlichen Span- 
nungsverteilung. 


Problemstellung 
Aus den Gleichgewichtsbedingungen des ebenen Spannungszustands unter 


Hinzunahme der Kompatibilitatsbedingungen fiir die Dehnungen ergibt sich 
folgende Differentialgleichung fiir die Spannungsfunktion: 


, 0*p t 1 U o*p 
S11 Qy4 + 2 (sia coy So) Ox? oy? ij 
, dy Be: 1 -vagl@ Oem 
+ Soo axe 2 S16 ox dy Z So6 dx8 oy 25: OF 


Da diese Gleichung bereits von VorctT?) angegeben ist, soll auf ihre ausftihrliche 


Herleitung verzichtet werden. Aus y erhadlt man die Spannungen in der be-_ 


kannten Weise: 


0° 0° d*y 


Ga gyi? OY yar) Ferme ae ape 


Die s;, sind Elastizitatskoeffizienten in der Bezeichnungsweise von VoIcT?). 
Dabei deuten die Striche an, dass sie von der Orientierung zwischen dem 
gewadhlten Koordinatensystem (x, y, z) und den Kristallachsen abhangen. 

Gleichung (1) ist, wenn man von der Beschrankung auf das zweidimensio- 
nale Spannungssystem absieht, allgemein giiltig. In dem Fall, dass die z-Achse 
eine sechszaéhlige Symmetrieachse ist, geht jegliche Anisotropie verloren, und 
die Differentialgleichung reduziert sich zu V4 = 0. Eine weniger drastische 
Einschrankung, bei der die Auswirkungen der Kristallanisotropie noch an- 
schaulich hervortreten, ist die Forderung, dass die x-Achse oder die y-Achse 
(oder beide) eine geradzadhlige Symmetrieachse bildet. Die Vereinfachung fiir 
die Rechnung ergibt sich daraus, dass 


7 / 
Sig = Syg = O. 


Die Gleichung (1) geht dann iiber in 


2) W. Voricr, Lehrbuch der Kristallphysik (Leipzig und Berlin 1910). 


OO a 
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wobei . 

Sag a Sere ‘ 

za Neel Ss or be 
Si Si 


(eee — 
Die Randbedingungen lauten 
0,(x +0, y=0)=0, Einzellast Pin (0,0), 9,(«, 0) =0, Tayltt = Ue 


Folgende Spannungsfunktion, die in zwei Abschnitte zerfallt, erfiillt (2) und (3): 
Falls a? > b, 


P 
Zale [xarctg®> + 2” in(a® + p*y%) — 2 ying 
(4a) 
+ as [+ arctg 2 + OH inl t+ @? y)— 4 yIngl| | 
mit 
7 Lette) mdon pry 
bzw. 
p?=a—Var?—b, g@=atVa?—bd. 
Ist dagegen a? < 3, so gilt 
SP : > Be 
P= 555 + s*) y—s x] arctg Ee | 
u 
Fala (es ye 48") 9 7 Sa) arcte ae fo) 
+ trxinf? y? + (x+s9)%—-2rsyt 
‘mit 
a=r?—s? und b= (r?+ s*)? 


bzw. 


= 5 (a+ Vo), st= 5(-a+ Vo). 


Es ladsst sich zeigen, dass ae Falle (4a) und (4b) ineinander iibergehen fiir 
a? = b (dann wird p? = g?=7? = a, s = 0). Ist schliesslich a = 1 (so dass auch 


b = 1), so gehen beide Lésungen tiber in den Ausdruck 


gis ae x arctg =, (4c) © 


‘der als Lésung des isotropen Problems bekannt ist. 
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Spannungen 


Aus der Spannungsfunktion folgt durch Differentiation 


c= EPO +) crepe EER 
Coie iy “ zd +9) Carp say at at it ae 6a 
Tey = ~50 == Pqet9) array eee 
wenn a? > 6 und 
oy AP r+) age Raa OPO 
ae ee +S) yt as vate Poke (% 4-8 7) cc) 
tr AP O+ SY Ge Easy EEN 


fir a2 1p 
Diese Spannungen reduzieren sich bei = g = 7 = 1, s = 0 (Isotropie) auf 
die bekannten Formen: ; 


Ne oe — Ree + Bay z. are xy? 
y Bex (¥? + y2)2’ Oe 7 (x2 + y2)2’ vy = (w2 + y?)2° 

(Sc) 
Um zu einer iibersichtlichen Darstellung der Formeln (5a) und (5b) zu ge- 
langen, werden sie auf Polarkoordinaten transformiert, so dass 


y= Resin’, x= KRcosf, 0 =80 — 7: 
Dann folgt aus den Transformationseigenschaften der Spannungen: 
Op = 6, cos? + o, sin? + 2 T,, sind cos® , 
Op = Oy Sin? + a, cos? — 27,, sind cos , 
Tro = Tay (cos?@ — sin?) + (a, — o,) sind cos? . 
Daraus erhalt man durch Einsetzen der Spannungen aus (5a) bzw. (5b) 


es 1 1 
On = 7 Pd(b +49) sin? @ (ctg? + p2) (ctg?0 + q?) Re 


(6a 


/ 
og=i0, atee=0 
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tir a? > b und 
= a ee ee o* OO 
1 sin® # [v2 + (s — ctg®)*] [v2 + (s + ctgd)2]  R’ 


(6b) 
C9 Oy Sg = 


ir a* < }. Wird wiederum p= ¢=r=1,s5=0 gesetzt, so erhalt man (mit 
#= 90° — 6) 
2 .P~ cos0 
Ue See ar RG? 


(6c) 


jas bekannte Ergebnis fiir den isotropen Fall. Man sieht, dass in allen Fallen 
lie Spannung eine einfache Radialspannung ist. Daher wird in Figur 1 zur 
Veranschaulichung der Spannungsverteilung eine Darstellung von op als 
Funktion von # bei konstantem R gewahlt. Dabei ist die Art der Abweichung 
vom isotropen Fall klar ersichtlich. Auffallend sind im Fall (b) die zwei Maxima 
der Spannung, die in der Nahe von ctg# = +s auftreten. Diese sind physi- 
kalisch zu erwarten, wie noch ausgefiihrt werden wird. Dazu muss aber zunachst | 
noch gezeigt werden, wie die #, g, 7, s aus den auf die Kristallachsen bezogenen 
Elastizitatskoeffizienten s,;, zu gewinnen sind. 


ICR 


—_—. 


- 2 


a 


Figur 1 


Polardiagramm der Spannungen nach Gleichungen (6). Die Kurven (a) und (b) entsprechen den 
Orientierungen (a) und (b) (siehe Text). Der Kurve (c) entspricht Isotropie, 
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Berechnung der Koeffizienten 


Die Koeffizienten p, q, 7, s sind die in (4a) bzw. (4b) angegebenen Funk- 
tionen von a und b. Die letzteren hangen wiederum nach (2) ab von $j, Sj2, Sap 
und sj. Diese gestrichenen elastischen Parameter hangen von sadmtlichen 
festen Parametern s;, sowie den Richtungskosinussen zwischen (%, y, z) und 
den kristallographischen Achsen (€, 7, ¢) ab. Die Schritte zur Gewinnung der 
sj, sind bei VOIGT ausfiihrlich, wenn auch etwas umstandlich, dargestellt. 
Obwohl die Berechnung im allgemeinen miihsam ist, lassen sich beispielsweise 
beim kubischen System durch geschickte Umformung der Ausdriicke in den 
Richtungskosinussen fiir den praktischen Gebrauch recht handliche Formen: 
gewinnen’). Das in Figur 1 angefiihrte Beispiel ist daher mit kubischen Koeffi- 
zienten berechnet. Sie sind nachstehend angegeben. 

Das Schema der Richtungskosinusse ist 


8 he Pe ANG, 
% | Oy XL Xs 
y | Bx Be Bs 


a | V1 V2 V3 


ferner ist af «3 + of af + of af = 2, usw. 
Dann lauten die bendtigten Elastizitatskoeffizienten : 


’ if 
S11 = Sy, — 2 (si tah ate YA, Q,, 
, if 
Sop = Sy, — 2 (s.1 piss eer S44) 2, , 


, j 1 
Sie S12 (5,4 eT ae S44] (Q,—-2,—2,), 


| 1 
See = Say — 4 (si et eae Sa) (2, — 2, — Q,) . 


Dabei sind s,, s;, und s,, die auf die Kristallachsen bezogenen festen Para- 
meter. Die Koeffizienten a und 0 lassen sich nunmehr nach (2) leicht berechnen 
und daraus folgen nach (4) unmittelbar die 4, g, 7, s. 

Fur die Zahlenwerte der festen Elastizitatskoeffizienten unseres Beispiels 
wurden Angaben fiir a-Eisen nach Scumip und Boas‘) verwendet. Sie 


See Benes é ; 
) Eine vollstandige Liste der 21 Sin sowie der 21 Ch fiir das kubische System zusammen mit 


Tabellen Zur ereinfachung der Berechnun, ist erha i } } 
V altli h / : 
: ) iS Cc. als Engineering School Bulletin No. 60 


4) E.Scumip und W. Boas, Kristallplastizitdt (Berlin 1935). 


ee 


+ 
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lauten: 


2 
$,, = 7,57 - 1618 = —2%82.19-13 ©m? 
: Dyn? $= ~2,82- 10-19 SO 
Sun 62, L-is 
* Dyn ~ 


Die von MOLLER und Brasse5) neubestimmten Werte (8,53; — 3,24; 8,49) 
fiihren zu nur geringfiigigen Unterschieden in den Ergebnissen. 

In Figur 1 werden neben dem isotropen Fall (c) zwei Falle unterschieden. 
Diese sind beschrieben durch Angabe der Millerschen Indizes derjenigen kri- 
stallographischen Richtungen, welche mit der x-, y- und z-Achse zusammen- 
fallen. Dabei sind die Orientierungen so gewiahlt, dass eine der Lésung (4a), 
die andere der Lésung (4b) entspricht. 


heii (a): x — <110>, y — <110), z — <100>.: Dafiir ist Q, = Q, = 1/4, 
== 
y ’ 

@=2,A; 61+ (a2 > 0d); p=—0A7> ¢g= 2,12: 


‘Orientierung (b): x — <100>, y — <110), z — <110>. Dafiir ist Q, = 0, Q, = Q, 
= 1/4, 
g= 0,20) b= 060% (4? <b) 3° r= 0,70" S'S 0,545 


Die Orientierungen (a) und (b) erfiillen ausserdem die Forderung, dass x oder 
y eine geradzahlige Symmetrieachse sei. 


Diskussion 


Vergleicht man in Figur 1 das Verhalten der Falle (a) und (b) mit dem des 
isotropen Falles (c), so fallt sofort auf, dass in den beiden anisotropen Fallen 
die Spannungen sich in gewissen Vorzugsrichtungen verstaérken: im Fall (a) 
hauptsdchlich in der y-Richtung, im Fall (b) in zwei Schragrichtungen. Zum 
_Verstindnis dieses Verhaltens braucht man nur zu bedenken, dass die bevor- 
-zugten Richtungen elastisch harte Richtungen, also Richtungen maximalen 
E-Moduls, sind. Die elastisch harten Richtungen tibernehmen also tatsachlich, 
wie man auch ohne Rechnung erwarten wiirde, den grésseren Anteil der Span- 
nungen. Dieses Bild bedarf nur noch einer kleinen Korrektur, wie man am 
besten mit Fall (b) ausfiihrt. Da der anisotrope Kérper nicht allein in der 
hartesten <111)-Richtung, sondern auch in allen anderen Richtungen endliche 
¢ (wenn auch kleinere) Werte des E-Moduls hat, wird man vermuten, dass die 
-maximale Spannung irgendwo zwischen der Richtung der Einzellast am Rand 


5) H.Méuier und F.Brasse, Arch. Eisenhiittenw. 26, 231 (1955). 
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und der Richtung gréssten E-Moduls zu suchen ist. So findet man auch, dass 
die <111)-Richtung in einem Winkel # = 55° von der x-Achse auftritt, das” 
Maximum der Spannung dagegen bei etwa 62°. 
Das Ergebnis lisst sich am einfachsten so zusammenfassen, dass fiir dieses 
Problem die maximale Spannung auftritt, 
1. im isotropen Fall — in Richtung der eingepragten Randspannung, 
2. bei Anisotropie — in einer von der Richtung maximalen E-Moduls stark mit- 
bestimmten Richtung. 
Das gilt selbstverstandlich auch im Fall (a), wo x- und y-Richtung harteste 
Richtungen sind. Bei der x-Richtung macht sich das allerdings nur bemerkbar 
durch eine schwache Ausbuchtung der Kurve bei niedrigen Werten von #, da 
die Spannung nach wie vor in der x-Richtung selbst verschwinden muss. 


Vergleich mit der Erfahrung 


Das einzige dem Verfasser bekannte experimentelle Ergebnis, das eindeutig 
auf das Bestehen einer solchen Lésung hinweist, ist ein Fall, bei dem sich die > 
Einzellast am Rand offenbar periodisch wiederholt. Da die Berechnung der fiir 
eine solche Lésung bendtigten Fourier-Koeffizienten wohl mit erheblichen 
Umstanden verbunden ist, sei die Besprechung dieser Lésung auf die wichtig- 
sten Grundziige beschrankt. Es interessiert hier insbesondere der Fall (b). Aus- 
gehend von den Einzellasten am Rand, wird man zundchst in einem unge- 
stérten Bereich die schon besprochene Lésung finden. Wie sich die Spannungs- 
felder dann gegenseitig durchsetzen, kann man in grober Annaherung durch 
Betrachten der « Grundwelle» der Fourier-Entwicklung ermitteln, zu der man 
am einfachsten gelangt durch Aufsuchen einer in x periodischen Lésung der 
Differentialgleichung (2). 

Mit dem Ansatz 

om A eikaxtikay : (7) 
wobei sich ergibt, dass 


a= Vt Vat—b—a, 


erhalt man. 


p= ett (B, en Pht Bien aR eta Blew ae (7a) 


solange a* > b. Dabei haben p und q die gleiche Bedeutung wie in (4a). Ist 
dagegen a? < 8, so erhalt man ; 


p= eikx icy eo (-is)hy me Ge e~(rtis)ky Bik Cae eee a Ce" ti947 : : 


Die y und s sind identisch mit denen von (4b). Die Konstanten B und C i 


, 
. 
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Nichthomogene Spannungsverteilung nach DijKsTRA und Martius’). 


Betrachtet man die in Figur 2 skizzierte Spannungsverteilung, so fallt die 
Periodizitat in y sofort auf. Zum besseren Verstandnis von Figur 2 seien noch 
einige Einzelheiten tiber sein Entstehen angefiigt. Es handelt sich um die Nach-- 
zeichnung einer mikroskopischen Aufnahme (Vergrésserung etwa 100fach) der 
Verteilung von kolloidalen Fe,O, auf der elektrolytisch polierten Oberflache 
einer unter Zug befindlichen Probe von «-Eisen und ist einer Arbeit von 
DijKSTRA und Martius’) entnommen. Dabei ordnen sich die magnetischen 

-Bezirke, deren Grenzen sich durch das Kolloid abzeichnen, in der Richtung 


8) Es sei tibrigens bemerkt, dass die Lésung (4) natiirlich nicht «erraten» wurde, sondern durch 
Fourier-Synthese aus (7a) und (7b) ermittelt ist. Doch ist dieser Rechengang uninteressant per se 


NG sree Qate TREE OS WT Fe alae Da) 


Pa a 


Pee cnet RRC RECN RN VED St SA Be EE NS 5 coett a 


Spannungsfeld einer auf den Ran 


eee ee Ee Rye ORNS OY 


reas dleleal tate SORE Ae Set SS Oe 


oe DSS 


aN 
SS 


NSA 


*& Aa\AN a wy 


Ss 


| (110) 


111) 


Figur 2 


und wiirde die Geschlossenheit der Darstellung nur storen. 
7) L.J.DiyxstraA und U.M.Marttus, Rev. Mod. Phys. 25, 146 (1953). 
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d einer Halbebene wirkenden Einzellast 
bestimmen sich aus den Randbedingungen®) 
(7b) nicht nur in x, sondern auch in y 
daraus unmittelbar, dass selbst bei nur 
Spannungen in x und y periodisch sind. 


. Es ist zu bemerken, dass Losung 
periodisch ist, da s reell ist. Es folgt 
in x periodischer Randbedingung die 
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maximaler elastischer Spannung an. Die inhomogene und doppeltperiodische 
Spannungsverteilung lést allmahlich eine homogene Spannungsverteilung ab, 
so dass die inhomogene auf Kosten der benachbarten homogenen (deren paral- 
lele Streifen links in Figur 2 zu sehen sind) wachst. Das lasst sich folgender- 
massen erkliren: Sobald eine Korngrenze oder Mosaikgrenze bei der elasti- 
schen Verformung nicht mehr imstande ist, sich als Ganzes zu bewegen, sondern 


sich gegeniiber der Umgebung verfestigt, setzt sich die elastische Verformung- 


durch die sich periodisch wiederholenden weicheren «Liicken» der Grenze 
hindurch fort. Letztere haben natiirlich die Periodizitat der die Korn- oder 
Mosaikgrenze bildenden Versetzungen. 

Vergleicht man die Winkel #, welche die sich deutlich abzeichnenden Rich- 
tungen maximaler Spannung mit der x-Achse bilden, so findet man fast genau 
62° (wie im vorigen Abschnitt auch berechnet), wahrend sie sich von 55° noch 


deutlich unterscheiden. Diese gute Ubereinstimmung zwischen experimentellem — 


Ergebnis und Theorie ergibt sich iibrigens teilweise wegen des zu vernach- 
lassigenden Einflusses der Glieder mit sj, und s3g, selbst wenn die Orientierung 
noch mehrere Winkelgrade von der hier angenommenen abweicht. Es sei 
noch vermerkt, dass durch Ausmessen der Periodenlange in y der Abstand 
zwischen den Versetzungen in x ermittelt werden kann. Es ist namlich, wie aus 
Gleichung (7b) hervorgeht, die Periodenlange in y: 2/ks. Man sieht gleich- 


falls, dass die gesuchte Periodenlange in x, 2 /k, sich nur um 1/s davon unter- — 


scheidet. Nun gilt aber nach (6b) angendhert, dass 


s=ctgd 


max? 


wobei @,., der Winkel maximaler Normalspannung ist. Damit findet man * 


leicht die gesuchte Periodenlange in x. 

Diese Arbeit wurde geférdert von der National Science Foundation unter 
Kontrakt-Nr. G-1113. 

Der Verfasser dankt seinem Kollegen, Herrn Prof. Dr. P. H. McDonatp, 
fiir manche anregende Diskussion. 


Summary 


The solution of the two-dimensional stress problem in an anisotropic medium 
is given in closed form for the boundary conditions of a'concentrated load at a 
point on the straight boundary of a semi-infinite plate. The properties of a 


periodic repetition of such concentrated loads are discussed and compared with — 


an existing observation of a non-uniform stress distribution in «-iron. 


(Eingegangen: 24. Oktober 1955.) 


a a 


Vol. VII, 1956 403 


The Pulsating Viscous Flow Superposed on the Steady 
Laminar Motion of Incompressible Fluid in a Circular Pipe 


By SuicrEo Ucuipa, Tokyo, Japan?) 


Summary 


An exact solution of pulsating laminar flow superposed on the steady 
motion in a circular pipe is presented under the assumption of parallel flow 
to the axis of pipe. Total mass of flow on time average is found to be identified 
with that given by HAGEN-PoIsEUILLE’s low calculated on the steady compo- 
nent of pressure gradient. The phase lag of velocity variation from that of 
pressure gradient increases from zero in the steady motion to 90° in the pul- 
sation of infinite frequency. Integration of work for changing kinetic energy 
of fluid through one period is vanished, while that of dissipation of energy by 
internal friction remains finite and excess amount caused by the components 
of periodic motion is added to the components of steady flow. 

It is found that the given rate of mass flow is attained in pulsating motion 
by giving the same amount of average gradient of pressure as in steady flow, 
but that excess works to the steady case are necessary for maintenance of this 
motion. 


1. Introduction 


The purpose of the investigations on nonsteady motions of viscous fluid 
through pipes or channels was in early time to analyze mainly the propagation 
of sound waves and the stability problems on laminar motions, and many of 
them were treated by the principle of small perturbations. On the one hand, 
pulsating flows through small pipes have been carried out for long years in the 
circulation system of the blood, and recently theories of pulsating flow are 
applied to the super-charging system of reciprocating engines and the surging 
phenomena in power plants, and so forth. For the purpose of analyses of these 
problems, pressure gradients necessary for the transmission of given mass of 
fluid, energy dissipations caused by periodic motion and necessary works for 
maintaining pulsation flow will be significant and interesting factors. The 
present investigation aims mainly at the analysis of these characteristics in 
pulsating motions. 

In an experiment on sound waves in resonators, RICHARDSON [1]?) measured 
velocity distributions across an orifice of circular section and he found the fact 


1) Institute of Science and Technology, University of Tokyo. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 421. 
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that there is a portion of the maximum velocity not far distant from the wall. 
The theoretical verification of this phenomena was made by SEXL[2], and further 
confirmatory experiment was also made by RICHARDSON and TYLER [3] on the 
flow produced by the reciprocating motion of a piston. The object of their investi- 
gations was a pure periodic motion without mean transmission of mass of fluid. 

The present author has found that the fundamental equation can be linear- 
ized by introducing the assumption of axially parallel flow which may be allowed 
for the expression of principal characteristics of pulsating flows as mentioned 
above and that periodic motions superposed on steady Poiseuille flow which 
causes mean transmission of fluid mass in one direction can be solved in an 
exact form. By the property of the linearity, elements of periodic part of 
solution are given in the identical form with that of SEXL’s solution. SEXL [2] 
has calculated velocity distributions only, while in the present paper principal 
characters as a nonsteady pipe-flow, 1. e. relation between mean mass-flow and 
necessary gradient of pressure and loss of energy by dissipation which must be 
overcome by the excess work from the exterior, etc., are reported. 


2. Fundamental Equations 


Nonsteady flow of incompressible fluid with axial symmetry through a 
rectilinear pipe of circular section is considered. It will be convenient to take the 


cylindrical coordinates whose x axis is identified with the center line of the pipe. © 


The equation of continuity is expressed by 


Ou ov v 
Ox zo Or a sen (1) 


Y 


where 7 is radius and w, v are velocity components in x and 7 directions respec- 
tively. In this equation component of twisting flow is first omitted. 
Neglecting external forces two components of NAVIER-STOKES’ equation in 
a symmetrical flow are referring to the cylindrical coordinates 
Ou ou ou Lean 


Ou argent 07u 02u len Ou 
aT Pept ae ym e ot a 


(2) 


ou v 1 Op 


Ov 0 iia 02y 1 Ov v 
je Lp aap = 


0?v 
1S eP Or mAs ss Or? 2 ror sae (3) 
If the flow direction is assumed to be parallel to the x axis, velocity has 
x direction only and v is vanished. The equation of continuity gives 


Ou 
7 tae (4) 


or 


u= u(r, t) 


ee ee 


a 
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which indicates the velocity to be*constant im the direction parallel to the 


center line. This property may be acceptable for the fully developed laminar 
flow of liquids. 


Substituting v = 0 into (3) 
hae (5) 


is reduced. It shows that the pressure is constant across the section of pipe 
and becomes only function of x and ¢. 


With these relations equation of motion (2) is converted into 


Ou 1 Op 


Ot o. Ox 


oe y (5% 1 x): (6) 


Pe om ge 


3. Solution of Uniform Pulsating Flow 


In the uniform pulsating flow, where 0u/0x = 0 , pressure gradient becomes 
only function of ¢ with the aid of (4), (5) and (6) and will be able to express 
by Fourier series as follows 


1 = = : 
ee eon y %on cosn t + ) Hn Sinn t (7) 
n=1 n=1 


or, for the sake of simplicity in calculation, complex form 


is introduced, where x,, and x,, are constants representing the amplitudes of 
elemental vibrations. 
As the corresponding solution following expression of Fourier series will be 


- assumed oo 


co 
U = Uy + } Up n COSN t + » Usn Sinn t (9) 
n=1 w= 
or in complex form 
co 
n=1 


is assumed, where coefficients #,, and #,, are functions of 7 only. 
Substituting (8) and (10) into (6) and comparing the terms of same family, 
differential equations for the coefficients are 


au, Tie) ehh Ug 11 
dr* I yay & y se a) 
d?u 1 dup —in baie, ~ 0) 1 
dr y ay + rer Ni y 7 
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Integrations are given by 


he —4o 1 + Aglogsr + By, (13) 
un = 28 + Dy Jo (hr i9”) + En Ko (hr i”) (14) 
4 


where k=V/n/y and J, and K, are first and second solutions of Bessel function 
of zero order respectively. The solution is given by the real part of the following 
expression 


Bp a wee MUN Ptr has | 
= (15) 
+» [7 i Dn Jo (RTT) + Ei (eh ri) BP Be | 


At the axis of the pipe 7 = 0 but |log,7| and Ky (kr 1"”) is infinite, and since 
“is finite A, = E, = 0. 
Boundary condition given at the wall is 


U=i0 atin =e (16) — 


where a is the radius of pipe. 
Unknown coefficient in (15) is determined by (16), and the last form of — 
solution is given by 


Pri 4 (a? — rt) — 1 tn [1 = eee gint (17) 


20 a 
Gaze fat fenurdr= 22m (18) 
It 8y 
o 6 
or 
= eat Op , 
ae lee ee 


where (— 0f/0x) = @ x represents time mean of pressure gradient. It is found - 
that the total mean mass-flow in pulsating motion is identified with the steady — 
Poiseuille flow subjecting the same amount of pressure gradient as the mean 

pressure gradient in the pulsating flow. { 


The total mean velocity U defined by U = G/(z a?) is | 3 
» Bg anh Op 
e Sip; ae ee ee. ee 
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Taking U as the standard of velocity, non-dimensional expression of 
velocity is obtained from (17) as follows. 


Wee es ee bed aol 

i oe 5 are J p= 2(1- 4), (20) 
a eee | 8B 8(1—A) . 
U p> Xo (k a)? cosn t interes (ka)? sinn | 


= papa Wo Te bles — : 
“9 ee (k a)? sinn t — 3 5 a sinn i} 


where 


eB berk a berk r + beik a beik Me beik a berk y— berk a beikr 4, 
ber*k a + bei?k a ; - —ber?k a + bei®k a pete’) 


Corresponding pressure gradients is given with the aid of (8) and (19). 
2a Op _ 64 > Xeon = nase 
cari Bat eae h ph “A Rich tt Dore? sity (22) 


where Re is the mean Reynolds’ number of pipe defined by 


fee (23) 


v 


H%en/%q and x, ,/%) are ratios of amplitude of periodic variation of pressure gradi- 
ents to that of average one. 

If any variation of pressure gradient is given by the form dissolved into 
Fourier series, the corresponding velocities can be ca2iculated by (20). 


4. Velocity Distribution and Its Asymptotic Expressions 


_ Periodical part of velocity distribution is characterized by the parameter 
Yn/» a. Forms of solution in extreme cases are easily obtained by the asymp- 
totic expansions of Bessel function. 

Slow vibration: V nly a<€l. 


When high viscous liquid pulsate slowly in a narrow pipe, parameter 
Vn|v a becomés sufficiently small that approximately berk a +1, beik a >0. 
(20) is transformed into 


* =2(1-4) i+ 58 2 conn 30 sinm 
| Seabed ered 


: 3) Editor’s Note: ber and bei signify Kelvin Functions; cf. e.g. Higher Transcendental Func- 
tions, vol. 2, p. 6 (McGraw-Hill, New York 1953). 


(24) 
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o isk ahs eae od 


The velocity distribution is given by a parabola as in the case of steady 
Poiseuille flow, while the magnitude of velocity varies periodically in the 
same phase with that of pressure gradient. 


Rapid vibration: Vnly a -> oo, 
When low viscous liquid pulsate rapidly in a large pipe, parameter Vly a 
becomes very high so that Vn|v a > 10, then asymptotic expansion 


ka/2 ha 
beh a ie! 0 
erk a jiaee { c05(-7 Tek (x2) |. 


; ka/2 Se ee Eg 1 
Rel bd, we ee ae 7 — 
ee aeare (5 2 a (ea) } 
can pe used. 


Motion near the center of pipe will be given by putting ka->oo,kr>0. 


uw wer. aa) 8 — oh 
v= (1 mui Sige 3 (a) Sas ye, ts a) cosn t 
2 es) 8 
=2(1- 4) nay oa ‘Tape cos(nt— 5) (25) 


or 


w= Fe rr) + Fm coslnt 8) + Sm salt 3). 5) 


ae the rapid pulsation, fluid flows at the center of pipe with the phase lag 
of 90° from the wave of pressure gradient and its amplitude diminishes with 
increasing frequency. 


Motion near the wall will be given by putting ky > ka >oo. 


o-20- S)t Sa whe 


SR gpingeromeeeernmessncnrenene a) mo 
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Figure 1 
Velocity profile for ka = 1. 
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Figure 2 
Velocity profile for ka = 3. 
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Figure 3 


Velocity profile for ka = 5. 
It will be found that maximums of velocity distribution exist in the neigh- 


- bourhood of wall in the rapid vibration. 
| Several examples for the simple periodic pulsation given by 


FFE = tot Hon C080 I = : (-52) + ; ( sey. | 
| (27) 


where 


\t 


JCHIDA 
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Figure 4 


Velocity profile for ka = 10. 


are shown in Figure 1 trough Figure 4, in which 


oe eee 
Ut i U 
where 
a2 (l- ) uw’ ton (ws B. 
U Gat) xy \ (ka)? 


cosn ¢ + aye 


(28) 


oh apace J) sinnt }. 
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5. Sectional Mean Velocity 


Instantaneous mass of flow and accordingly sectional mean velocity are also 
changed periodically, and to study the relation with pressure gradient will be 
significant for the practical use. Sectional mean velocity denoted by u,, is 
given by ; 


a 


1 : 
Um = va eee ‘[2nurdr 
0 
or 
u ae 8 Uf-2D C 
eee "Ore 2: - ys ) si | 
— cosn t ean se 
- & x (ka)? | ka +(1 hak a | 
60 (29) 
x eS ee ; DAC 
= <n. ___ | ——_ sinn t — (1 _ <7) | 
HS % (ka)? | ka ee ie 
where using the notation 
1 d(berk a) : d(beik a) 
ber’k a = Ty 7 tees ie 
athay * be d(k a) 
and 
"oat berk a bei’k a— beika ber’ka 
ber?k a+ bei?k a ; | 
: : (30) 
yes berk a ber’ka-+ beika bei’ka 
ber?k a+ bei?k a ; 
Table 1 
Coefficients for Calculating Mean Velocity 
ee" FD ga, ume Bre p 
(ka)? ka * \(ka? | ka (ka)? ka 
1-0000 2:4 0:4856 0:5220 
1-0000 2:8 0:4661 0:3779 
0-9992 3°2 0:4208 0:2710 
0-9962 3-6 0-3696 0-1966 
0:9888 4:0 0-3215 0:1460 
0:9744 5:0 0.2291 0:0773 
0-9444 6:0 0:1696 0:0460 
0-9013 7:0 0:1302 0-0296 
0:8434 8-0 0:1029 0:0201 
0:7713 9:0 0-0832 0:0143 
0:6900 10-0 0:0707 0-0105 
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Figure 5 


Coefficients for calculating mean velocity. 


The values of coefficients 


(a)? 


8 236, 


are shown in Table 1 and Figure 5. 
In a simple periodic pulsation produced by (27), (29) is reduced to 


Ui oe How 8 2D 2iGi\ ous 
a eet a \ oe cosn t + (1-3) sinn | 
eis Hee 8 2C\2 2D\2 : 
Lt a a (a 22) + (BP cos (nt — 64) (31) 
= 1+ 2" o, cos(nt — 6) 
where " ; 
ie Vo 2 ON Bae 
v= eae Vi- ge) + Ge) 62) 
is the coefficient of amplitude and 
2 ; 
paws } 
= ail | k @ | H 
6, = tan | ie | (33) 
a 


represents the phase lag to the wave of pressure gradient. Several examples are 
shown in Figures 6 and 7. 


* 
‘ 
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Figure 6 
Coefficients of amplitude and phase lag of mean velocity. 


10 


Figure 7 
Sectional mean velocity (periodic components). 


6. Surface Friction and Balance of Force 


Instantaneous frictional force acting on the wall is given by 


Egham. 
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or 


T 16 1 Hon [ 2 ZD< ! 
oh Ee eee y —en } “—~ cosnt + ——sinnt 
o U2/2 Re f+ %o he T ha 


n=1 (34) 
_ wt Men [ 20 | 20 1] | 
COTE ha sin n t ae cosn t 
where C and D are given by (30). 
In a simple periodic pulsation produced by (27) 
r 16 Mig (ee PE DRS | 
9 02/2 Re [1+ soar a cosv t + hq nM a 
16 orn = 
= E ~ = a, cos(nt — 6,) 
where : 
2C\2 2D\2 
c= (55) + (Ga) ae 
represents the coefficient of amplitude of shearing stress at the wall and 
6, = tan 2 (37) 


the phase lag from the wave of pressure gradient (Figure 8). ; 
It will be interesting that the phase of sectional mean velocity is much — 


delayed from the pulsating wave of pressure gradient while that of shearing — 
stress is less delayed from it. 


oe ae 


Figure 8 
Coefficients of amplitude and phase lag of shearing stress. 


a 
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If (6) is integrated over the section of pipe by multiplying 2 0 r dr and 
integrating from r= 0 to r= a, the relation of balance of force and accele- 
the of mass enclosed in the circular cylinder of unit length is obtained as 
ollows: 


> Op du, 
=r a ae =na*o — + anat 
or 
1 — Cp/dx dU», |at ZG 


" U2a ‘9 U2 ° 


2° (9 U*/2)/2 a ee 
The present solution can easily check this relation, in which mean frictional 
force involved in t is just balanced by the term of mean pressure gradient and 
there are no steady acceleration in this case. An example indicating the balance 
of force in periodic component is shown in Figure 9. 


2 iy R -dp/dx 
ABC 32 pU2/2a 
; 
0 
20 
ge dUm/dt 
4 ka=4, Xen /My=1 32 U2/2a 


Figure 9 
Balance of periodic force component (A pressure gradient; B acceleration; C searing force). 


7. Total Work and Dissipation of Energy 


Considering the fluid in the volume V within the closed surface S, forces 
acting on this mass of fluid are the external force, the normal pressure on the 
boundary and the viscous stress. The rate at which these do work on the 
element is denoted by W,. It is generally proved that this rate of work done 
from the exterior equals to the sum of the rate of increase of the kinetic energy 
and the rate of dissipation of energy due to internal friction. For example, by 
MILNE-THOoMSON [4] it is expressed as follows. 


aT 
Wa eeerg ot, (39) 


| where T is the kinetic energy and W;, is the rate of dissipation of energy in the 
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volume V. The latter is given by 
; 1 0g? 
m= ferav+2uf{nans)— 2° an fo (40) 
(V) (S) 


where q and € represent the velocity and the vorticity vector respectively and 
nis the unit inward normal to dS. When the fluid is enclosed within fixed boun- 
daries at which q = 0 as in this case the rate of dissipation is given by 


W,= us Hh c2 dV. (41) 
(V) 
In the cylindrical coordinates x, 7 and y, corresponding components of velocity 
to whom are wu, v and w respectively, 


Ae: O(y w) Ov | ef on (yw) | s dv  Ou|\, 
$ ali dy Og jie | Op Ox Jet oe & | te |- 


If the circular cylinder of radius a with unit length is chosen as the volume 
V, W, in the present case is given by 


W.= 2m uf (2) rd. (42) 
0 


Equation (39) can be easily reduced in this case by multiplying 2 2 @ wr dr — 
to the equation of motion (6) and integrating from 7 = 0 to 7 = a, giving 


op ” 0(0 u2/2 Py ou)? 
70 a ty ( a7) = 2 eo rar + 2au | (5) v dy (43) 
é 6 sl 
where the work done from the exterior is 
oe 2 Op ; ; 
Wy, = TA" Un, (- $f (44) ; 


and the rate of increase of kinetic energy is 
a 


W, = 20 | ear (45) 
0 


* 


The last term of (43) represents the rate of energy dissipation as shown by (42). — 
It will be much interesting to compare the total mean work necessary for 7 
transmission of fluid by pulsating flow with the necessary work in steady flow. 


The total mean work or change of energy concerning (42), (44) and (45) are — 
defined by 


2% 


2 
_ 1 
Wea Bree dl Wonaaes (46) 
0 
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Substituting the previous solution into (46) with the aid of (42), (44) and 
(45), the total mean work from the exterior, the total mean change of kinetic 
energy and the total mean dissipation of energy are respectively 


Mmanporlis Sele (say | gh], am 
W,=0., o 
Wem sap urli+ S{(Ma)'4 (Sa) } 2, | at 


where 


berk a ber’k a + beik a bei’k a : 
Sd Sad na 
ber?k a + bei2k a : (30) 


_ Formula (48) shows that the kinetic energy changes instantaneously with the 


relation of ‘give and take’ among other forms of energy but as a total it causes 


no loss of energy. Energy loss is caused by the dissipation as shown in (49) and 


it will be interesting that the amount of energy dissipation is increased by the 
existence of components of periodic motion. In this respect, there will be no 
advantages to send mass of fluid by pulsating motions. 

The relation given from (47) and (49), 


W, = W. (50) 


shows that pressure gradient does works equal to the loss of energy after full 
cycle of motions. 
When the pulsation is extremely slow and k a tends to zero, the coefficient 


_ of excess work is 


The value 1/2 will not be strange, because in this case phases of pressure 
gradient and mean sectional velocity “,, tend to identify. 
In the extremity of rapid pulsation where k a > oo 


ear =o 82) 


In the pulsating motion with very high frequency under finite amplitude, 
however, compressibility of fluid will not be negligible and the present theory 
_ might not be valid. 


The value of coefficient of excess work for periodic motion is given in Table 2 
and Figure 10. 
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Table 2 


Coefficient of Excess Work for Maintaining Periodic Motion 


0 0-5000 IZ 0-4722 a4 0-2610 
0-2 0-5000 1-4 0-4507 2:8 0-1890 
0-4 0-4996 1-6 0-4217 372 0-1355 
0-6 0-4981 1:8 0:3857 3-6 0-0983 
0-8 0-4944 2:0 0+3450 4-0 0:0730 
1:0 0-4872 5:0 0:0386 


Figure 10 


Coefficient of excess work for maintaining periodic motion. 5 


8. Distribution of the Dissipation of Energy 


The local distribution of dissipation of energy is given by 


Ww, = L Gt= u( se)’ 


eg UE OL ey ad 1 %on [ 8B’ j 
a2 | fae ie cos t — a sinnt| (53) 
lee) 
Hs) See 8 2 . 
ee sa. | han ee cos 
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where ‘Ae 2 ber# a ber’k vy + beik a bei’k y 
bertka-+ béket  ° | 
(54) 
Be beik a ber’k vy — berk a bei’ kv 
ber*ka-| beitka 
In a simple periodic pulsation produced by the condition 
1 op 
on is Ho + Xen cosnt (27) 
the distribution of energy dissipation is simplified as follows 
m,- “7-[-42 Mon | oo ae ee: 
YW; 7 Rect: ot ea cosn t — Fa sinned} |’. (55) 


As shown in some examples given by Figures 11 and 12, dissipations are 
fluctuated periodically around the component of steady flow given by 


W,,= “16 (Z)’. (56) 


2 


When the amplitude ratio of pulsating pressure gradient to steady one, , »/%, 
is not large, the maximum value of dissipation is occurred at the wall of pipe. 
With the increase of amplitude ratio x,,,/% , the situation of maximum dissi- 
pation moves into flowing liquid and its distance from the wall is varied 
periodically with the time as shown in Figure 12. These phenomena will be 
interesting, if connections can be made with the mechanism of generation of 
turbulence. 
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COMPONENT BY STEADY FLOW 


Figure 11 
Distribution of energy dissipation (small amplitude of periodic component). 
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COMPONENT BY STEADY FLOW 


Figure 12 


Distribution of energy dissipation (large amplitude of periodic component). 


Zusammenfassung ; 


Eine exakte Lésung der pulsierenden laminaren Stroémung in einem Kreisrohr 
wird angegeben mit der Annahme, dass die Richtung dem Geschwindigkeits- 
vektor der Rohrachse parallel ist. Die Durchflussmenge stimmt tiberein mit der 
aus der stationaren Druckgefallekomponente gerechneten Menge. Fiir die Erhal- 
tung der Bewegung dagegen ist die der Dissipation entsprechende Extraarbeit 
notwendig. Die Quantitat dieser Arbeit hangt ab von den Frequenzen der Strom- 
schwingungen. 


(Received: December 14, 1955.). 


Geschichteter Kreiszylinder im Felde petiodischer 
Temperaturschwankungen 
Von VAcLav VopiéKA, Pilsen, CSR?) 


_ 


Die rechnerische Behandlung der Warmewellen in homogenen isotropen 


Korpern ist ein technisch wichtiges, wenn auch mathematisch nicht zu schwie- 
riges Problem?). Viel komplizierter ist die Rechnung fiir einen mehrschichtigen 


Technische Hochschule. 


VopicKA, V., Schweiz. Arch. angew. Wiss. Tech. 6, 177 (1948); Appl. Sci. Res. [A] 5, 268 
(1955); Appl. Sci. Res. [A] 5, 327 (1955) Faia 5 Ree 


*) 
*) 


ee 
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K6rper, wie weiter an dem Fall eines unendlich langen hohlen Kreiszylinders 
gezeigt werden wird, 


1, Problemstellung. Ein beiderseitig unendlich langer Zylinderkérper be- 
steht aus 7 homogenen und isotropen koaxialen Schichten, deren k-te die physi- 
kalischen Konstanten A,, cx, vy, hat und von den Flachen O= On 0 = Ona 
begrenzt ist. Die beiden Kérperoberflachen @ = 0,, © = Qn 1 Sind den Tempe- 
raturschwankungen 0 e'®', Be'®* ausgesetzt (b, B, w, Q sind positive Fest- 
werte),und man fragt nach dem Verlauf des Temperaturfeldes u,, — u,(o, t) in 
einzelnen Schichten, wenn tiberall mit Warmeiibergang gerechnet werden wird. 

Mit tiblicher Bezeichnungsweise driickt sich unser Problem wie folgt aus: 


OuUp age 072 ux, 4 1 f OuUn Q2 Ag 
dbo retard ete ee (1) 
(Ge 0 S Ont, Re ye) 
Ou tw 
1 — hu, — be )=0 (e=01 t>0), (2) 
5 Area yt eo tee eden 
Ou ’ ; A 
pies + hy (Up — Ung) =9, A= ae UT | (3.2) 
aaa tor Ol ee ee Ae, 6 
SPH et Bie) 00 = Ona BO) (4) 


‘Die h, h,, H sind gegebene positive Konstanten. 


2. Reduktion auf zwei Teilprobleme. Unsere Aufgabe lasst sich bekannter- 
_weise dadurch in zwei einfachere Teilprobleme zerspalten, dass man 


Uy, = Ux + Wh (k — ih Ze eee y 77) (5) 


setzt. Sowie alle v,(o, ¢) als auch alle w,(g, ¢) gentigen dabei dem Gleichungs- 
“system (1) und den Forderungen (3.1), (3.2), wahrend die anderen Bedin- 
-gungen sich folgendermassen gestalten: 


: : Ov : 
me _ p(y, — bei) =0 (= 0s)3 et ap (O42 Onur ree On (6) 


01 OWy Qty _ y: : 
Hs _ hw, =0 (@= 01); BoE ere (0 = Onyis > 0). (7) 


3. Integrale von (1) mit Riicksicht auf (3.1), (3o2)eie Losung von (1) 
‘wird mit noch freien Parametern yu, und mit den Integrationskonstanten 
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B,, Gy in der Form 
a ame 2 
ielo, t) = [Bu ip (0 Vix) + Cu Kolo Vun)) e*#**’ (R=1,2,...,) (8) 


angesetzt; I, Ky sind modifizierte Zylinderfunktionen. 
Geht man mit (8) in (3.1) und (3.2) ein, so folgt erstens 


fy = Al fs, Ape ea ee (9.1) 


ay 
und zweitens das in B,, C;, lineare Gleichungssystem 


Han Cx) Byys + K 0(%e Cx) Cyt 


= [fl6s) + = e— Btte)) But [Kolo) - 


Kx(Ex)| Cr, 


| Ny em 

leat) — 4282 nos t0] Bae t (9.2) 
+ [Kole fx) + Gt Kaley Cx)] Corr = (Cs) Bu + KolEs) Ce, 

ae= HY, C= il) = An QesVe (2=1,2,...,.0—I), 


womit wir uns jetzt eingehender befassen wollen; J,, K, sind Macdonaldsche 
Funktionen mit dem Index 1. 
Schreibt man (9.2) in Form der Matrizengleichungen 


Sac 


on, vance ie Malu) = (mh? (o) | | 
(r,s = 1,2; erica 

m2) (u) = cn E(CR Relea CG) Reve [ (C2) =2 os ; A(ey)|, 

a = a, Ka(Cx) Kolo £4) + Ki(tte Cx) [Kollx) — pk — Kale), 

mg) = — Pi Cy) J a(t x) + Klee Cx) [Zo(Ex) + 5A L(o)] . 


: hi, ; 
meu) = sp Kalbe) flax Cx) + Lle bx) [Kols) — 5 *®—K, (Ge), | 
hy, fe+1 t 
so erhalt man daraus sofort 
{| | 
| Bis |B: || 
:. = wl Bau) | @e eee, ae | 
| “ees || 1 (10.1) i 


, 
* Anay 
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oder auch 

Boss = (ai H) Le (PEM) Bs + 6L%(u) Cal, | 
BA seks i. =1,2,...,9-1), (102 

Gigs = (ay aye? L;, (pe? (u) But Pte) Cy] 


worin allgemein 


P,(u) = || pY(u) AEN es i nae ee (10.3) 


gesetzt worden ist. 
Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse (8) bis (10.3) fiihrt zur Lésung 


filo, ) = [Bi H(@ Vu) + Cy Ky (0 Vu)] et", 
fiexa(o, t) = (ay ow)" Ly { [Pe (u) By + plu) Cx] Iy(Avar e Vu) (11) 
a p(w) By + PP”(u) Cr) Ky (Anyr 0 Vu) pe? (R= 1,2,...,n—1) 


von (1), wobei fiir jeden Wert des Parameters yu und der Integrationskonstanten 
B,, C, die Bedingungen (3.1) und (3.2) mitbefriedigt sind. 


4. Losung des ersten Teilproblems. Die Lésungsfunktionen v;(0, ¢) werden 
mit noch zu bestimmenden Gréssen wu, B,, C, in der Form (11) angesetzt. Geht 
man damit in die letzten noch zu befriedigenden Gleichungen (6) ein, so folgt 
_ einerseits . 


ay 


und andererseits ergibt sich mit diesem Werte von wu und mit den Abkiirzungen 


qu = Gir({4) =h (fo) — fe T,(C0) ; 


Gis = Qa(t) = Ky (So) + 2 Ky (Co) ; 


Gor = Yalu) = [H Lon) + me Ton) oe) 


+ [H Ko(En) — oe Ky(C,)] 22 4(u) (13) 


dan = dealt) = (HE TolEn) + se (Call BL7a(H) 


+ [H Kolls) — 5% KalEn)] PSH) 


n+1 


Co = Co(u) =0rV in, Sn = Sul) = An Onar Ve 
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das Gleichungssystem 


Qu Bit 2 Ci=hdb, Jor Bi + Yon C1 = 9.~ 


Einsetzung der daraus berechneten Werte von B,, C, in (11) filhrt dann mit 


der Bezeichnung 
A = 411 Jon — Az Yon (14) 


zur folgenden Lésung des ersten Teilproblems: 


hb 1w 
V,(0, t) = ae [Yoe() Io(o (0 Vu) — Yo(L) Kolo (oVu)le Ke 
h 


tryalef) = Tp (oN? La eal) PEMH) — dealt) AL (H)] Toldees VM) | sy 


A 
+ [Go9(12) per (4) — Goi() 2)(u)] K (Asi @ V0) Por 
(Re et NZ 2 ett ce Lee 


Schliesslich soll noch der zur effektiven Aufstellung der ausserordentlich — 


komplizierten Lésungsformeln (15) nétige Weg zusammenfassend skizziert 
werden. Zuerst berechnen wir aus (3.2), (12), (9.1), (9.2) und (10.1) der 


Reihe nach die Gréssen hj, uv, Ay, %, und L,, worauf sich mit Hilfe von (9.2) 


und (13) auch die Werte von ¢,, ¢;, und ¢, ergeben. Der eigentliche Kern und 
zugleich auch die schwierigste Phase unseres Problems liegt jedoch in der Auf- _ 


suchung der Elemente #!’5)(u) der durch (9.3) und (10.1) bestimmten Matrizen 
(10.3). Die Vorschrift (13) gibt dann die Werte q,,(u), und daraus berechnet 
man nach (14) die Determinante J, womit alle zur Aufstellung von (15) nétigen 
Gréssen und Ausdriicke vorbereitet sind. 


5. Lésung des zweiten Teilproblems. Auch hier werden die gesuchten 
w,(@, t) in der Form (11) vorausgesetzt. Die Rechnung geht unter Beriicksich- 
tigung von (7) ganz analog vor sich wie im vorigen Falle und fiihrt zur Lésung 


HT B. 
W(@, t) a Ate il Q)! n—1)/2 be ~Gyo(u (eo (0 Vix) ys (4) Kyle (Val 


ei @t 
’ 


a 08) era {E—dall) EC) + dull) ARG) (Anya eV) 
+ Goll) PEC) + dual) PE?) Koldess 0 Vix) fe?! 
(Galo) eae 
Hierin ist 
ji We (16.1) 


ee eee 
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und mit diesem Werte berechnen sich die Gréssen £,, & - PY), ds(u) vad 


A in genau derselben Weise wie frither die entsprechenden Ausdriicke C5, £,, Cn; 
pe (u), Yr s(t) und A mit Hilfe von uw. Alle anderen in (16) vorkommenden Hilfs- 
grossen bleiben dieselben wie in den Formeln (15). 


6. Schlussbemerkung: a) Obwohl die durch (5), (15) und (16) bestimmte 
Lésung unserer urspriinglichen Aufgabe (1) bis (4) recht kompliziert ist, so lasst 
sich doch der Wellencharakter jeder einzelnen Teillésung v,(0, 2), w,(o, t) 
(et =1,2,...,m) leicht dadurch zum Vorschein bringen, dass man sich (15) und 
(16) in der Normalform 


0,(0, 4) = Vi(e) e+], w,(0, t) = W,,(0) ef PE +40] (k= 1,2,...,2) (17) 


geschrieben denkt. Der ganze Effekt in jeder Schicht erscheint so als Wellen- 
spiel zweier sich tiberlagernden und in der g-Richtung fortschreitenden Tem- 
peraturwellen. 

b) Unsere allgemeine Theorie enthalt als einen Spezialfall auch die Verhalt- 
nisse fiir einen «einschichtigen » Hohlzylinder (das heisst fiir den Fall ” = 1). 
Man bekommt das zugehérige Temperaturfeld durch Summierung von v,(g, 2) 
aus (15) und w,(o, ¢) aus (16). Jedoch hat man bei der Berechnung von q;() 
und go(u) aus (13) alle pf")(u) =1 zu setzen. Aber auch in diesem allerein- 
fachsten Falle ist das Ergebnis noch immer sehr kompliziert. 

c) Einfacher gestaltet sich die Rechnung, wenn es méglich ist, an den Trenn- 
flachen zwischen einzelnen Kérperschichten stetige Anderung sowohl der Tem- 


_ peratur als auch des Warmeflusses anzunehmen. 


Summary 


This paper treats, from a general viewpoint, the propagation of heat waves in 


an infinite hollow multilayer cylinder subjected to periodic variations of tem- 


perature. The hub of this important problem lies in multiplying certain two- 
by-two matrices together, and the results are very complicated. 


(Eingegangen: 30. Januar 1956.) 
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Die Wasserdampf kondensation an natiirlichem Aerosol 
bei geringen Ubersattigungen 


Von WALTER WIELAND, Locarno-Monti?) 


1. Einleitung 


Die Wasserdampfkondensation in der Atmosphire ist eine alltagliche Er- 
scheinung. Schon im vergangenen Jahrhundert wurde die Bedeutung der 
Kondensationskerne erkannt, doch ist bis heute unbestimmt, welche Partikeln 
des mannigfaltigen Aerosols bei der Kondensation bevorzugt werden. Die— 
Ursache mag damit begriindet werden, dass die Feinheit des Aerosols sowohl 
physikalische wie auch chemische Untersuchungen schwierig gestaltet und 
nicht selten mit indirekten Methoden gearbeitet werden muss, um eine be- 
stimmte Eigenschaft der Kerne studieren zu kénnen. 

Durch geeignete Wahl der Auffangplatten und Beniitzung eines Doppel- 
konimeters ist es C. JUNGE und Mitarbeitern [1], [2]?) gelungen, das Verhalten 
des natiirlichen und kiinstlichen Aerosols in Abhangigkeit der relativen Feuchte 
(RF) der Umgebung zu untersuchen. Aus diesen aufschlussreichen Arbeiten — 
werden folgende Resultate erwahnt: 

Im Gréssenbereich von 7 = 10-* cm bis 10-* cm setzt sich das natiirliche 
Aerosol vorwiegend aus Mischkernen zusammen. Die Kerne sind somit Konglo- : 
merate hygroskopischer und wasserunléslicher Substanzen. 

Ein merkliches Anwachsen der Kerne durch Adsorption oder Absorption 
von Wasserdampf beginnt erst oberhalb einer relativen Feuchte von 70%. 

Fiir Kerne mit einem Radius grésser als 10-> cm gilt das Verteilungsgesetz 


aN const 
dlogr 7 (1) 


wobei N die Anzahl der Teilchen mit dem Radius 7 eines natiirlichen Aerosols ist. 
Die an Hand von Elektronenmikroskop-Aufnahmen gewonnenen Resultate- 
[3], [4] geben wenig Aufschluss, da einerseits bei gut ausgebildeten Kristallen- 
die Umrisse durch angelagerte Fremdkérperchen verdeckt werden und ander- 
seits leicht fliichtige Stoffe im Hochvakuum verdampfen. i 
Uber die Anzahl der Kondensationskerne, die in einer Expansionskammer . 
mit einem Hub von 1,25 ausgefallt werden, liegen Tausende von Messungen ~ 
vor [5], [6]. Die vollautomatischen Kondensationskernzahler [7], 8] erlauben 


1) Osservatorio Ticinese della Centrale Meteorologica Svizzera. 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 459. 


| 
| 
q 


Vol. VII, 1956 Wasserdampfkondensation an natiirlichem Aerosol 429 
wohl, im Gegensatz zu den einfachéren Konstruktionen [9], [10], eine fortlau- 
fende Registrierung des Kernganges, ergeben aber keine Aussage tiber die 
Aktivitat der Kerne im eigentlichen Kondensationsbereich. Es wird nachge- 
wiesen: 

Zunahme der Kerndichte durch kiinstliche oder natiirliche Fabrikation von 
Initialkernen. 

Umgekehrt die Abnahme durch Diffusion, Sedimentation und Koagulation 
[11], [12]. 

Abhangigkeit des natiirlichen Aerosols von der Windrichtung [13], [14], [15]. 

Die Abnahme der Kernzahl mit der Hohe [16], [17]. Jedoch erlaubt die 
geringe Anzahl der Messungen noch keine definitive Aussage iiber die Héhen- 
verteilung. 

Die Meteorologen interessieren sich aber vor allem fiir eine Angabe iiber 
den Einsatz der ersten eigentlichen Kondensation am Aerosol in der Atmo- 
sphare und fiir die Eigenschaften dieser meteorologisch wirksamen Konden- 
sationskerne. Die Lésung dieser Aufgabe wird dadurch erschwert, dass der 
Ubersattigungsgrad in der Atmosphiare nicht geniigend genau ermittelt werden 
kann. Nach Flugzeug- und Ballonaufstiegen schwanken die Werte zwischen 
100% und 120% RF. 

Anscheinend wurden Messungen tiber den Einsatz der Kondensation an 
Kernen bei geringen Ubersattigungen nur von J. AITKEN [18] und C. JuNGE [19] 
ausgefiihrt. Beide arbeiteten mit dem Expansionsprinzip. 

Die von J. AITKEN aufgebaute Apparatur liess eine Berechnung der Was- 
serdampfiibersattigung nicht zu, aber er konnte nachweisen, dass je nach der 
Zusammensetzung des Aerosols eine gréssere oder kleinere Ubersattigung not- 
wendig ist, um alle Kerne auszufallen. Besonders hat er darauf hingewiesen, 

dass fiir Freiluftaerosol geringere Ubersattigungen notwendig sind als fiir 
junges Rauchaerosol. . 

Die von C. JuNGE konstruierte Expansionskammer erlaubte eine Uber- 
sattigungsanderung von 0,5 zu 0,5%. Das zu untersuchende Aerosol musste 
aber vorgangig verdiinnt werden. Systematische Untersuchungen an nattir- 
lichem Aerosol wurden nicht durchgefiihrt. 

Theoretische Betrachtungen: 

Die unsicheren Aussagen tiber das Verhalten der natiirlichen Kondensa- 
tionskerne bei geringen Wasserdampfiibersattigungen und die sparlichen 

-meteorologischen Angaben liessen vermuten, dass sich alle Aitken-Kerne an 

der Wolkenbildung beteiligen. Dies steht jedoch im Widerspruch zu der in den 
verschiedenen Wolkentypen gemessenen Trépfchendichte [20], die in der Regel, 
besonders aber iiber Industriegebieten, wesentlich kleiner ist als die Kerndichte. 

Dies veranlasste eine weitere Gruppe, vor allem H. KorHrer [21], die 
hygroskopischen Kerne vom iibrigen Aerosol zu trennen. Die Bedeutung dieser 

-Unterscheidung wird ersichtlich, wenn wir die Grésseninderung der Kerne 


os 
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mit der relativen Feuchte verfolgen. Fiir ein Losungstropfchen, das im Dampf- 
druckgleichgewicht mit der Umgebung steht, gilt: 
Po ai Sere 
be ae 
dabei sind: #,, Dampfdruck tiber der ebenen Wasserflache, 
p Dampfdruck tiber der Trépfchenoberflache, 
p, Dampfdruckerhéhung infolge der Oberflachenkriimmung, 
», Dampfdruckerniedrigung infolge des gelésten Stoffes. 


Werden nur Lésungstroépfchen mit einem Radius grésser als 10~* cm betrachtet, 
so kann eine eventuelle elektrische Aufladung vernachlassigt werden. 

Bei Beriicksichtigung des Gesetzes von THomson fiir den Einfluss der Ober- 
flachenspannung und des Gesetzes von Raoutt fiir verdiinnte Lésungen folgt: 

Cae 

chasis REN @) 
Da bei stark hygroskopischen Lésungstrépfchen oder Kernen Ap, wesentlich — 
egrésser sein kann als Ap,, ist ein Anwachsen schon unterhalb 100° RF — 
méglich, wie dies auch in Figur 1 fiir H,SO,-Trépfchen dargestellt ist. Mit zu- 
nehmender Feuchte der Umgebung vergréssert sich der Radius, bis der Schei- 
telpunkt S der Wachstumskurve erreicht wird. Nachher wachst das Lésungs- 
trépfchen bei konstant gehaltener Feuchte weiter an. Der Verlauf der Wachs- 
tumskurve bis 100% RF wurde durch C. JUNGE [19] experimentell bestatigt. 

Als Quelle hygroskopischer Kondensationskerne werden vor allem die — 
Meere betrachtet. Die an der Brandung und bei starkem Wellengang zerspriih-— 
ten Wassertrépfchen verdampfen, zuriick bleiben kleine NaCl-Kristalle, die 
vom Luftstrom fortgetragen werden und spater unter geeigneten Bedingungen 
als Kondensationszentren wirken kénnen. Tatsachlich zeigt eine Analyse von 
Regenwasser auf Chlor und Natrium, dass eine derartige Niederschlagsregulie- 
rung méglich ware. Ebenso hat A.H.Woopcock [22] in Meeresluft bis in eine 
Hohe von 2700 m NaCl-Kristalle nachgewiesen, in Bodenniahe teilweise eine 
Dichte von 5 - 108 NaCl-Partikeln/m3, Uber Festland hat H. DEssENs [23] mit 
Hilfe der Spinnfadenmethode einzelne NaCl-Kristalle als Riickstande ver- 
dampfter Nebeltrépfchen gefunden. 

Ob allein die durch die Meere gelieferten NaCl-Kerne als meteorologische 
Kondensationskerne in Betracht kommen, wird verschiedentlich bezweifelt. 
Die Analyse von Regenwasser auf Chlor ist nicht stichhaltig, da Chlor auch in ~ 
anderen Verbindungen oder selbst als Gas in die Regentropfen gelangen kann[1]. — 
Zudem ware es ausgeschlossen, dass dieselbe Luftmasse iiber Festland zwei 
oder mehrmals ausregnen kénnte, da der Nachschub an NaCl-Kernen fehlt. Es — 
ist somit noch nicht abgeklart, ob die verschiedenartigen Mischkerne oder die — 
Meersalzkristalle die Wolkenbildung in der Atmosphiare erméglichen. ; 


ee eee 
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$e a aes Vorgang der Wasserdampfkondensation in der Atmo- 

sphare etwas besser verstehen zu kénnen, soll in der vorli d 

ee. 1egenden Arbeit unter- 
1. Bei welcher Ubersattigung tritt am Freiluftaerosol Kondensation ein ? 


: 2. Lassen sich die meteorologisch bedeutenden Kondensationskerne von den 
uibrigen Aitken-Kernen trennen ? 
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Wachstumskurven von H,SO,-Lésungstro6pfchen nach C. JuncEe. Die mit H,O bezeichnete Kurve 
ist die Dampfdruckgleichgewichtskurve fiir reine Wassertrépfchen. 


Da bei Untersuchungen mit dem Expansionsprinzip eine bestimmte Uber- 
-sattigung nur fiir sehr kurze Zeit erhalten bleibt, wird versucht, das Problem 
‘mit einer Methode zu lésen, die an das Mischwolkenprinzip anlehnt. 

Entsprechend Figur 1 wird fiir diese Arbeit definiert: 

1. Der Abschnitt links des Scheitelpunktes S einer Wachstumskurve gehért 
_zur Vorkondensation, derjenige rechts davon zur eigentlichen Kondensation. 

2. Entsprechend wird bis und mit Scheitelpunkt von Kondensationskernen 
oder Lésungstrépfchen gesprochen und nach dem Uberschreiten der Schwelle 


von Kondenstrépfchen. 
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Es ist somit ausgeschlossen, dass bei gleichbleibender Feuchte und ruhiger 
Luft ein Kondenstrépfchen andauernd schwebt, es wird weiter anwachsen, bis 
es im Schwerefeld ausfallt. 

Es ist denkbar, dass auch ein grosses Lésungstrépfchen dank seiner Masse 
rasch sedimentiert, jedoch sind bei den vorgenommenen Experimenten die 
Messzeiten so kurz, dass dieser Einfluss vernachlassigt werden dart. 


2. Vorversuche 
1, Experiment 


Zwei Luftmassen mit verschiedenem Wasserdampfdruck und verschiedener 
Temperatur sollen unter folgenden Bedingungen durchmischt werden: die 
beiden Volumen V, und V, und der Luftdruck seien gleich, die Wande des 
Behialters sollen den Vorgang nicht beeinflussen. 

Dann gilt nach vollendeter Mischung 


fiir den Dampfdruck: = eae : 
Tth 


fiir die Temperatur: f= 2 


Besitzen die beiden Luftmassen eine relative Feuchtigkeit von 100%, so 
ist die gemischte Luft immer mit Wasserdampf iibersattigt (Figur 2), und bei 
Anwesenheit von hinreichend aktiven Kondensationskernen bildet sich ein 
feiner Nebel. Zur Bestimmung der Ubersattigung des Gemisches aus den An- 
fangstemperaturen 7, und 7, und den entsprechenden Sattigungswerten pr 
und #, erweist sich die in Figur 3 dargestellte Kurvenschar als zweckmiassig. 
Ist fiir eine bestimmte Kurve die Temperatur T, konstant und TJ; variabel, so” 
kann fiir jede Temperaturdifferenz AT = T, — T, aus dem Temperaturmittel 
und dem Mittelwert der entsprechenden Sattigungsdampfdrucke die relative 
Feuchte berechnet werden. In Figur 3 sind die Ubersattigungspromille U gegen 


die Temperaturdifferenzen AT aufgetragen. : 

- 

2. Experiment 

In der Anordnung, wie sie Figur 4a zeigt, wird ein zylindrisches Gefass | 

von 65 mm Durchmesser und 10mm Héhe mit einem Aluminiumblock, auf 

dessen Unterseite ein feuchtes Léschpapier aufgeklebt ist, zugedeckt. Die ing 
geschlossene Luft wie auch die’ Wandung und Bodenflache besitzen die Tem- 
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Diagramm zur Bestimmung der Ubersattigungspromille bei Mischprozessen berechnet mit: 


(T, + Tp)/2 und (p, + p,)/2 (Sattigungswerte), JAVIR ch ER 


Neben den Kurven sind die Temperaturen T, der kalteren Luftmassen angegeben. 


_ ZAMP VII/28_ 
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peratur 7,, der Warmeblock die Temperatur T, > T,. Innerhalb einer Sekunde 
wird im geschlossenen Gefass, je nach der Grésse der Temperaturdifferenz, ein 
starkerer oder schwacherer Nebel sichtbar. Die Luft bleibt jedoch nicht ruhig, 
sondern gleichzeitig mit der Nebelbildung entsteht ein Ringwirbel (Figur 5), 


I, 
y, 
Figur 4a Figur 4b 
Stationdrer Zustand im Messzylinder. Links: Temperaturgefalle zu Figur 4a. 


fiir Wirbelbewegung; rechts: fiir «ruhige» 
Luft. z Zone maximaler Ubersattigung. 


der das ganze Gefass ausfillt und tiber langere Zeit erhalten bleibt. Die den 
Nebel bildenden Trépfchen fallen innerhalb weniger Sekunden aus, neue bilden 
sich keine. 

Um die Ubersattigung innerhalb des Messgefasses berechnen zu kénnen, 
sind abgesehen von den Randeffekten folgende Vorgange zu beriicksichtigen: 
a) die Wasserdampfdiffusion und der Warmeausgleich von der Deckflache zur 

Bodenflache, 

b) die Wirbelbewegung, 
c) die Kondensation an den Kernen. 

In der nachfolgenden Diskussion wird immer angenommen, dass der Dampf- 
druck direkt unterhalb des mit Wasser getrankten Léschpapiers dem Satti- 
gungsdruck bei der Temperatur T, gleich sei und direkt iiber der Bodenflache 
dem Sattigungsdampfdruck bei T,. Die der Bodenflache zugefiihrte Warme 
soll sofort abgeleitet werden, so dass T, und 7, konstant sind. 


Figur 5 
Die Wirbelbildung im Messzylinder, mit Rauch sichtbar gemacht. 
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a) Wasserdampfdiffusion und Wd: meausgleich 


Besitzen Deck- und Bodenflache unendliche Ausdehnung, so ist eine Wirbel- 
bewegung im Zwischengebiet ausgeschlossen. Nach gentigend langer Zeit stellt 
sich der stationare Zustand ein, die Temperatur und der Dampfdruck nehmen 
mit der Hohe linear zu (Figur 4b). Die eingeschlossene Luft ist deshalb mit 
Wasserdampf iibersittigt. 

In Figur 2 ist beispielsweise die Deckentemperatur 30°C und die Boden- 
temperatur 20°C. Der jeweilige Ubersattigungsbetrag wird einerseits durch die 
Sattigungsdampfdruckkurve und anderseits durch die Gerade p, £, begrenzt. 
Die maximale Abweichung finden wir in #,, da p* mit dem Beriihrungspunkt 
der zu p, p, parallelen Tangente an die Dampfdruckkurve zusammenfallt. Die 
grosste relative Feuchte wird durch das Verhiltnis #, zu p* gegeben. Sie liegt 
also unterhalb der Mittelflache des betrachteten Luftvolumens. 

In Tabelle 1 wurde fiir drei verschiedene Zustande der Verlauf der Ubersat- 
tigungspromille von der halben Héhe an abwirts berechnet, um die maximalen 
Betrage zu finden. Die Abweichungen vom jeweiligen Temperaturmittel sind 
in der ersten Zeile in Zehntelsgrad angegeben, wahrend in der ersten Kolonne 

die Temperaturmittel eingesetzt sind. Die Temperaturdifferenz zwischen Deck- 
und Bodenflache betragt in jedem Falle 10°C. 


Tabelle 1 
ae ee Abweichung vom Temperaturmittel ° C 
Po T= 10". 0,1 | 0,2 | 0,4 0,6 | 0,8  negativ 
25 3,88 3,90 3,91 3,92 3,91 ) Ubersat- 
15 4,57 4,60 4,63 4,63 4,62 tigungs- 
5 5335 5,39 5,43 5,43 5,42 } promille 


Nach Tabelle 1 sind die Abweichungen zwischen den Ubersattigungspro- 

millen der gleichen Zeile sehr gering. Es existiert somit im betrachteten Luft- 

-yolumen eine Zone, deren relative Feuchte angenahert durch den aus dem 
-Temperatur- und Dampfdruckmittel errechneten Wert bestimmt ist. 

Es soll nun die Ausbreitung der Ubersattigung kurz nach dem Aufsetzen 
der Deckschicht verfolgt werden. Die Diffusion des Wasserdampfes ist gegeben 
durch 
4 opr D O*p 


“Ot ee 


“und der Temperaturausgleich durch 


Tete ot T 
s ae ee Ne 
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Je nachdem D grésser, gleich, kleiner als a ist, haben wir drei Falle zu 
unterscheiden : 


D =a: Dies ist der Fall der Gleichzeitigkeit der Ausbreitung der Temperatur 
und des Dampfdruckes. Die fiir den stationaren Zustand berechnete 
Ubersittigung wird nie iiberschritten, aber in jedem Zeitpunkt er- 
reicht. Die Zone der maximalen relativen Feuchte wandert mit der 
Zeit von der Deckflache gegen die Mittelflache zu. 


D <a: Die Temperatur eilt voraus. Die grésste Ubersattigung finden wir im 
stationdren Fall. 


D > a: Hier eilt der Dampfdruck der Temperatur voraus. In diesem Falle 
treten anfanglich grosse Ubersiattigungswerte auf, die mit fortschrei- 
tender Zeit in die Werte des stationaren Zustandes tibergehen. 


Verwenden wir die Angaben der Smithsonian Meteorological Tables, so ist: 


D fir Wasserdampf ber 20°C} “025 -em-eis; 
a fiir Luft bei 20°C: 70,29 Stcmi*te: 


Nun ist aber zu beriicksichtigen, dass beim Experiment die Oberflachen- 
temperatur des Léschblattes anfanglich tiefer ist als nachher im stationaren 
Zustand. Vor dem Aufsetzen des Warmeblockes wird die Oberflache des feuch- 
ten Loéschpapiers starker abgektihlt, da mehr Wasser verdampft. Durch die~ 
niedrigere Temperatur und den tieferen Wasserdampfdruck wird die Ubersat- 
tigung verringert. Spater steigt die Temperatur wohl an, aber zu diesem Zeit- 
punkt hat sich der stationaére Zustand nahezu eingestellt. 4 

Das Experiment bestatigt, dass dieser Einfluss starker ist als die sich ungiin- — 
stig auswirkende Differenz der diskutierten Koeffizienten. Die starkste Nebel- 
bildung wird immer im Mittelfeld beobachtet und nicht in der Nahe des 
Warmeblockes, wie das fiir D > a zu erwarten ware. 


b) Der Wirbel 


Es wird nun angenommen, dass in dem abgeschlossenen Gefass mit den 
Randbedingungen 7), 4, und T,, p; ein Ringwirbel mit vertikaler Achse exi-_ 
stiere, dessen Rotationsgeschwindigkeit geniigend gross ist, um die Luft derart ; 
zu durchmischen, dass im Wirbelfeld sowohl der Dampfdruck wie auch die 
Temperatur konstant sind. Besitzen Deck- und Bodenflaiche gleiche Ober-— 
flachenbeschaffenheit, so sind die beiden Grenzschichten gleich dick. Aus Sym- ; 
metriebetrachtungen folgt fiir den stationdren Zustand, dass die Diffusion 
durch die beiden Grenzschichten gleich sein muss. Dies ist aber nur der Fall, : 
wenn 


ee und oe 


ee 
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Also erneut die gleichen Formeln wie fiir den Mischprozess. 

Die Wirbelbildung. Bevor die unter a) und b) beschriebenen Vorgadnge mit- 
einander verbunden werden, einen kurzen Hinweis auf die Entstehung des 
Wirbels im Messzylinder. Sobald der Waiineblock auf den Zylinder gesetzt wird, 
bildet sich unter der Deckflaéche ein Warmluftkissen. Diese Schichtung ist aber 
nicht stabil, weil die der Wandung benachbarte, warme Luft sich dort abkiihlt 
und als Folge davon abgleitet. Durch Zustrom aus der Mitte wird die an der 
Deckflache abgesogene Luftmenge ersetzt. Dadurch entsteht ein laminarer 
Ringwirbel, dessen Rotationsgeschwindigkeit durch die Gefassdimensionen und 
die Temperaturdifferenz (7, — T,) bestimmt ist. Kleine Differenzen bewirken 
eine schwach ausgepragte Wirbelbewegung, mit zunehmender Deckentempe- 
ratur vergrossert sich die Rotationsgeschwindigkeit. Dementsprechend geht 
der unter a) beschriebene Vorgang immer mehr in b) iiber. Fiir die beiden 
Grenzfalle wurde bereits gezeigt, dass die grésstmégliche Ubersattigung genii- 
gend genau mit Hilfe der Gleichungen des Mischprozesses berechnet werden 
kann. Das trifft auch fiir alle Ubergangsformen zu, denn jedes aufsteigende 
Volumenelement durchquert die Zone der gréssten RF. 


c) Die Kondensation an den Kernen 


Die Berechnung der Ubersattigung wurde immer ohne Beriicksichtigung 
des Kondensationsvorganges ausgefiihrt. Es bleibt noch zu zeigen, dass dadurch 
das Resultat nicht geandert wird. 

Sobald sich der iiberschiissige Wasserdampf an den Kernen niederschlagt, 

‘sind die unter a) zusammengefassten Uberlegungen nicht mehr giiltig. Der 
Kondensationsvorgang bewirkt nicht nur eine lokale Abnahme der Uber- 
sdttigung, sondern gleichzeitig, dank der freiwerdenden Kondensationswarme, 
eine 6rtliche Zunahme der Temperatur. 

Fiir die Kerne, die bereits zu Kondenstrépfchen angewachsen sind, haben 
diese Stérstellen keinen Einfluss mehr. Sie fallen im Schwerefeld aus. Die 
restlichen, hinreichend aktiven Kondensationskerne miissen sich gedulden, bis 
sich das Dampfdruck- und Temperaturgleichgewicht von neuem eingestellt hat. 

‘Durch die Wirbelbewegung und die fallenden Kondenstrépfchen wird dieser 
Vorgang beschleunigt. ara 

: Der Ausgleich vollzieht sich sehr rasch, sind doch selbst bei geringen Uber- 

‘sattigungen innerhalb 40s alle Trépfchen ausgefallen. 


: 3. Das Mességerat 
Dank den beschriebenen Eigenschaften eignet sich das 2. Experiment gut 
-gur Untersuchung der Aktivitat der Kondensationskerne. Da jedoch zu bertick- 
oe, 


‘sichtigen ist, dass besonders bei Messungen im Freien die Art und die Anzahl 
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der Kerne in kleinen Zeitintervallen grossen Anderungen unterworfen sind, 
muss dieselbe Luftmasse gleichzeitig in verschiedenen Behaltern mit verschie- 


dener Ubersattigung untersucht werden. . a 7 
Das in Figur 6 schematisch dargestellte Gerat kann in zwei Teile zerlegt 


werden: 
Warmestab mit den Warmeblécken, 


Grundplatte mit den Messzylindern. 


50cm i 


Figur 6 


Messgerat fiir geringe Wasserdampfiibersattigungen. 
WS Warmestab; WB Warmeblock; WJ Warmeisolation; H Heizung; 7T,, T7,, T, Thermometer; 
MZ Messzylinder; AP Auffangplatte. Z 


Der Warmestab WS 


Auf dem einen Ende einer Antikorodalstange von 2m Lange und 40 mm 
Durchmesser sitzt die Heizung H, deren Heizleistung mit einem Drehwider- 
stand reguliert werden kann. Das andere, freie Ende ist tiber ein Lager mit der 
Grundplatte verbunden. Am Warmestab sind in gleichen Abstanden 20 zylin- 
drische Warmeblécke WB aus Antikorodal mit einer Héhe von 30 mm und 
einem Durchmesser von 70mm befestigt. Die Verbindungen zwischen den 
Blécken und der Stange werden durch Antikorodalstifte mit einem Durch- 
messer von 5 mm bewerkstelligt. 

Als erste Isolation wurde Resozel und Glimmerband verwendet. Um aber 
die seitlichen Warmeverluste méglichst zu reduzieren, wurde der ganze 
Warmestab zusdtzlich mit Watte eingepackt, so dass nur noch die Boden- 
flachen der Warmeblécke mit den aufgeklebten Léschpapieren sichtbar sind. 
Im Ruhezustand sind auch diese mit einem warmeisolierenden Wattepolster 
zugedeckt. 

Im stationaren Zustand fliesst ein Warmestrom vom aufgeheizten Ende 
zum Lager des Stabes. Die schmalen Halse, die den Warmestab mit den 
Warmebloécken verbinden, beeinflussen den laminaren Fluss nur wenig. Zudem 


. 
| 
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dringen Temperaturschwankungen der Heizung weniger rasch in die Blécke 
ein, als dies bei weiten Verbindungen der Fall wate. 

Da trotz der guten Isolation die seitliche Warmeabgabe nicht vollstandig 
vermieden werden konnte, besitzt der Stab kein lineares Temperaturgefalle. 

Fiir eine bestimmte Heizleistung wurden die Temperaturen T, ; (=1,..., 20) 
der Warmeblécke mit einem Thermoelement ausgemessen. Die entsprechenden 
Werte 7%; eines linearen Temperaturgefilles lassen sich aus den beiden End- 
temperaturen des Warmestabes berechnen. Wird die Messung fiir eine weitere 
Heizleistung wiederholt (T,,:, T¢*:), so zeigt sich, dass 

A td os yaar 
ri Tye 


=="COnst: 


Es geniigt somit, bei einer beliebigen Heizleistung die Temperaturen der Stab- 
enden und der Mitte zu kennen, um mit Hilfe einer Eichkurve alle Warmeblock- 
temperaturen berechnen zu k6énnen. 


Die Grundplatte 


Sie besteht aus einer Antikorodalplatte von 2m Lange, 20 cm Breite und 
5mm Dicke und tragt die 20 Messzylinder MZ von 10 mm Hohe und 65 mm 
Durchmesser. 


Die Messtechnik 


Die Messungen diirfen erst dann ausgefiihrt werden, wenn sich im Warme- 
‘stab der stationare Zustand des Temperaturgefalles eingestellt hat. 

Durch Senken des Stabes werden alle 20 Messgefasse gleichzeitig zugedeckt. 
In jedem Zylinder entsteht eine der Warmeblocktemperatur entsprechende 
Wasserdampfiibersattigung, damit ein Nebel, an dessen Bildung alle hinrei- 
chend aktiven Kondensationskerne beteiligt sind. 

Die Wassertrépfchen fallen im Schwerefeld innerhalb 1-2s auf eine mit 
Kopallack iiberzogene Glasplatte und bilden in der Lackschicht feine Lécher. 
Die Anzahl der Lécher, die mit derjenigen der sedimentierten Trépfchen tiber- 
einstimmt, wird nachtraglich photoelektrisch ausgezahlt [24]. 

Da, im Gegensatz zum Scholzschen Kernzahler, die Bodenflache eine ge- 
tingere Temperatur besitzt als das eingeschlossene Luftvolumen, kondensiert 
‘schon bei kleinsten Ubersittigungen ein Teil des Wasserdampfes auf die Platte. 
Wird der friiher beschriebene [24] hochempfindliche Lack verwendet, so per- 
forieren auch jene feinen Wassertrépfchen die Lackhaut und falschen derart 
das Resultat. Werden jedoch der Lésung pro 10 cm® Filiissigkeit 5 Tropfen 
rohes Leinél zugesetzt, so halten derart lackierte Platten einer Ubersattigung 
‘yon mindestens 1,2% stand, ohne dass der direkt kondensierte Wasserdampf 


4 


“ 


i cit ZAMP 
440 WALTER WIELAND 


« Fremdlécher» verursacht. Die relativ grossen Wassertrépfchen der Konden- 
sationskerne vermogen jedoch die Lackschicht gut zu durchléchern, wie dies 
eine Kontrolle unter dem Mikroskop zeigte. 


4. Die Messungen 


1. Messreihe: Untersuchungen 1m Freten 


Der Messort, das Osservatorio Ticinese in Locarno-Monti, ist dadurch ge- 
kennzeichnet, dass er sich am Nordhang eines ausgepragten Talkessels befin- 
det, dessen Talsohle (200 m ii. M.) von steilansteigenden Bergen, die bis 2000 m 
Hohe erreichen, eingerahmt ist. 

Entsprechend dieser eigenartigen Lage kénnen wir fiir die durch den Kessel 
begrenzte Luftmasse im wesentlichen drei Falle unterscheiden: 

Nordfohnlage. Saubere, in der Regel am Nordfuss der Alpen ausgeregnete 
Luft durchspiilt das Tal. Diese Lagen sind im allgemeinen durch grosse Sicht- 
weiten und trockene Luft gekennzeichnet. 

Siidwindlage. Feuchte, warme, meist maritime Luft dringt in das Tal ein. 
Die geringen Sichtweiten (zeitweise unter 5 km) zeigen an, dass es sich um 
«verunreinigte» Luftmassen handelt. 

Ruhelage. Es besteht keine nennenswerte Langsstromung, dieselbe Luft 
masse bleibt fiir einige Tage im Kessel eingeschlossen und ist nur der Eigen- 
zitkulation des Tales ausgesetzt. Die Luft altert zusehends, und 6 
nimmt die Sicht ab. 

Die umliegende Industrie. Im Bereich der zustr6menden Nordishniuttmasea 
befindet sich als einziges kleines Industriezentrum Bodio (Distanz 40 km). 

Die Siidwinde iiberqueren die industriereiche Poebene mit den Haupt- 
zentren in Mailand und Turin. Dieses ausgedehnte Industriegebiet wird wohl 
fiir die starke Verunreinigung dieser Luftmassen verantwortlich sein. : 

Im Sommer darf der Hausbrand vernachlassigt werden. Bei Ruhelagen sind 
einzig die Betriebe in Locarno als kernerzeugende Unternehmen zu erwahnen. 
Obschon ihr Anteil an der Gesamtkernzahl gering ist, muss bei Windstille diese 
andauernde Fabrikation von Initialkernen beriicksichtigt werden. 

In Tabelle 2 sind die Messungen im Freien unter Beriicksichtigung der 
meteorologischen Daten zusammengestellt worden. Dabei wurde beurteilt: 

die Druckverteilung aus der Bodenkarte des Osservatorio Ticinese, ; 

die Bodenwinde aus den Windregistrierungen in Locarno-Monti, 

die Héhenwinde aus den Sondierungen von Mailand und Agno (Flugplatz 

Lugano), 


oe Niederschlage aus der Bodenkarte und den Beobachtungen in Locarno- 
onti, 


ae 
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die Luftmassen soweit méglich aus den monatlichen Witterangsberichten 

des Deutschen Wetterdienstes, 

die Bewélkung aus den Beobachtungen in Locarno-Monti, 

die Sicht ebenfalls an Hand der Beobachtungen in Locarno-Monti. Diese 

Angaben sind allerdings nur beschrankt giiltig, da der nahe Horizont 
die Blickweite auf maximal 25 km reduziert. 

Die Feuchtigkeit und die Temperatur wurden an der MeBstelle gemessen. 

Nach jeder Messung wurde anschliessend eine Kontrollmessung durchge- 
fiihrt, die nicht besonders angegeben ist, da die Werte gute Ubereinstimmung 
zeigten. 

Die gemessenen Kerndichten sind in den Figuren 7 und 8 in Funktion der 
Ubersittigungspromille aufgetragen. Da in einem Messgefiaiss alle hinreichend 
aktiven Kerne ausfallen und nicht nur die einer bestimmten Ubersattigung 
zugeordneten, werden die Kurven als Summenkurven bezeichnet. 


K/om3 K/cems 
4 
10° * 
5 5+ 


5 5 
16 
9 
wet 7 10? 
5 7 
5 + 10 
15 
13 4 , 
s¢ 
2 —+—_1_+4_1+ 11 
am 2 4 6 8 10 12 id 0 2 [i 6 ci 12 %o 
Figur 7 Figur 8 


Summenkurven von Aerosol gestorter Luft- 


Aerosol ungestérter Luft- 
Sees i 17 Regenschauer; 16 Windsprung. 


massen. 5, 13, 15 ausgesprochene Féhnlagen ; massen. 
19 Mischluft. 
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2. Messreihe: Untersuchungen in einem abgeschlossenen Raum 


Als Messraum diente ein gut abgeschlossenes Zimmer mit 10 m* Raum- 
inhalt. 

Da Hausbrand oder Mottfeuer in der Nahe der MeBstelle die Untersuchun- 
gen im Freien beeinflussen kénnten, wurde im Versuchsraum mit einer Blind- 
probe zuerst die Kerndichte der Zimmerluft bestimmt, dann eine Zigarette 
geraucht, eine weitere Messung ausgefiihrt und nach halbstiindiger Wartezeit 
die dritte. Die gewonnenen Werte sind in Figur 9 zusammengefasst. 

In einer zweiten MeBserie wurde der Einfluss der relativen Feuchte der 
Aussenluft auf das natiirliche Aerosol untersucht. Wiederum wurde zuerst die 
Kerndichte der Zimmerluft bestimmt und dann durch Aufhangen nasser Tiicher 


K/em3 K/om3 


104 ott 


5 ae f + ae 
wen 
i L 
ip 
Oo; a 
3 3 
103 i Wei 
al [ 
5 [ | 3 { ls 
4 li I 
| | 4 
4 Versuch 22 i © Versuch 25 6890RF 
ry 
4 Versuch 23 R 4 Versuch 26 B496RF 
102 10244 
Versuch 24 i: 4 Versuch 27 8990RF 
5 
ame U ; 
pei ees 0 at! eee ee Un. 
P Higa 9 Figur 10 
Bs ares von Zimmeraerosol, 22 Blind- Summenkurve von Zimmeraerosol. Die 
probe mit reiner Zimmerluft; 23 nach dem Verteilung wird durch die variable RF 


Rauchen einer Zigarette; 24 Y% Stunde spiter, der Zimmerluft nicht beeinflusst. 
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in zunehmendem Masse der Wasserdampfgehalt der Luft erhdht. Die relative 
Feuchte betrug bei den drei Messungen 68%, 84% und 89°. Den Verlauf der 
Kerndichten zeigt Figur 10. 


5. Diskussion der Messresultate 
Die Summenkurven 


Bei der Beurteilung von Figur 7 und 8 ist zu beriicksichtigen, dass die ein- 
gezeichneten Kurven die Mittelwerte einer Punkteverteilung wiedergeben. In 
seltenen Fallen wichen einzelne Messpunkte um mehr als 0,5°/g9 RF von der 
entsprechenden Kurve ab. Diese Werte wurden nicht beriicksichtigt. Dicke- 
unterschiede des Lackes auf derselben Auffangplatte bewirken unterschiedliche 
Empfindlichkeit gegeniiber den fallenden Kondenstrépfchen und zudem bei der 
photoelektrischen Auszahlung verschiedenartige Kontraste und somit starkere 
oder schwachere Zahlimpulse. Unter diesen Umstanden war es nicht méglich 
zu entscheiden, ob diese extremen Abweichungen reell seien oder nicht. 

Die Kurven der ungestérten Luftmassen verlaufen nahezu parallel und 
scheinen sich der y-Achse asymptotisch anzuschmiegen. Das bedeutet jedoch, 
dass unterhalb 100% RF keine Kondenstrépfchen ausgefallt werden kénnen, 
was mit der Definition in Einklang steht. Zugleich finden wir darin eine Be- 
statigung, dass die zur Berechnung der Ubersattigung angewandten Verein- 
fachungen zulassig sind. 

Vergleichen wir die verschiedenen Kurven mit den meteorologischen An- 
gaben in Tabelle 2, so stellen wir fest: 

Alle Summenkurven von Tagen mit starkem oder mittelstarkem Nordwind 
(Fohn) befinden sich auf der rechten Halfte der Kurvenschar. Mit zunehmender 
Winddrehung auf Siiden oder abnehmender Windstarke verschieben sich die 
Kurven nach links. 

Die beiden Summenkurven gestérter Luftmassen in Figur 8 zeigen einen 
Verlauf, der scheinbar in keiner Weise mit demjenigen ungestérter Luftmassen 
in Verbindung gebracht werden kann. Die Kurve 17, die 5 min nach Beginn 
eines Schauers aufgenommen wurde, zeigt gegen kleine Ubersattigungen zu 
einen starken Abfall. Es scheint, dass der fallende Regen die Zusammensetzung 
des Aerosols beeinflusste. Die Messreihe 16, die 18 min nach dem extremsten 
Foéhnfall aufgenommen wurde, kann nur mit dem in jene Zeit fallenden Wind- 
sprung von N auf SE erklart werden. 

Die Summenkurven der Messungen, die in einem abgeschlossenen Raume 
ausgefiihrt wurden, verlaufen im wesentlichen wie diejenigen in Figur 7. Die 
Messwerte der Versuche 22, 23 und 24 mit Zimmerluft und Rauchaerosol 
weichen nicht voneinander ab (Figur 9). Dasselbe trifft in Figur 10 fur die 
 Versuche 25, 26 und 27 mit variabler RF zu. Es folgt also: 
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1. Sehr junges und feines Aerosol vermag selbst nach Ablauf einer halben 
Stunde den anfanglichen Verlauf der Summenkurve eines natiirlichen Aerosols 
nicht zu veraindern. Eine Beeinflussung der Messungen durch Hausbrand in 
der naheren Umgebung ist somit nicht zu erwarten. 

2. Die Summenkurve wird durch zunehmende Feuchte bis 90% RF nicht 


merklich beeinflusst. 


Wasserdampfiibersattigung in der Atmosphare 


Die Summenkurven in Figur 7 erlauben eine Abschatzung der zur Wolken- 


bildung notwendigen Ubersattigung. 
In Tabelle 3 sind die in verschiedenen Wolkenarten gemessenen Trépfchen- 
dichten zusammengestellt. 


* TVabelle 34(25] 


Wolkenart Trépfchenzahl/cm? 
Stratokumulus 350 
Kumulus (1) 1000 
Altostratus 450 
Stratus 260 
Nimbostratus 330 
Kumulus (2) 545 


Unter der Annahme, dass sich in jedem Wolkentrépfchen nur ein einziger 
Kondensationskern befindet, ist bei einer typischen Féhnluftmasse zur Bildung 
einer Kumuluswolke mit 1000 Trépfchen pro Kubikzentimeter eine Ubersatti- 
gung von 9,5°/), notwendig, wahrend fiir Mischluft, wie sie Kurve 19 charakteri- 
siert, schon 1,8°/,, geniigen. 

Dichte Wolken sind in Féhnluft sehr selten zu beobachten, also darf ange- 


nommen werden, dass in der Atmosphire eine relative Feuchte von LOTT 
selten tiberschritten wird. 


Die Aktivitatsspektren 


Um die Anzahl der bei einer bestimmten Ubersattigung aktiven Konden- 
sationskerne zu erhalten, ist die Differentiation der Summenkurve notwendig. 
Diese wurde in Figur 11 fiir die ungestorten Luftmassen und in Figur 12 fiir die 
gestorten Luftmassen in Ubersattigungsintervallen von 0,5 zu 0,5°/9) durchge- 


fuhrt. Die Ordinatenwerte entsprechen somit nicht der genauen Kernzahl. Die 
Kurven geben nur die Verteilung wieder. 


Ss ee 
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Figur 11 Figur 12 
Aktivitatsspektren von Aerosol ungestérter Aktivitatsspektren von Aerosol gestérter Luft- 
Luftmassen. Die beiden Abszissen geben die massen. Das Aerosol eines Regenschauers 
Ubersattigungswerte und die entsprechenden (Kurve 17) besitzt eine auffallende Spitze. 


Wirkungsradien wieder. 


Betrachten wir die Aktivitatsspektren der ungestorten Luftmassen, so stel- 
len wir fest, dass bei ausgesprochenen Féhnlagen die Kernzahl mit abnehmen- 
der Kondensationsfahigkeit zunimmt (Kurve 5 und 15), Mit zunehmender An- 
reicherung der Luftmassen mit aktivem Aerosol andert sich der Charakter der 
Spektren. Die Kerndichte nimmt anfanglich zu, erreicht ein Maximum, um 
dann wieder abzunehmen. Das Zimmeraerosol in Figur 13 zeigt ein ahnliches 
Verhalten. Auffallend ist der Verlauf der Kurve 17 in Figur 12, die einer ge- 
stérten Luftmasse angehért. Sie zeigt eine nadelartige Spitze und nachher 

_ einen eher flachen Verlauf. 

Bevor nicht entschieden ist, wie weit die Grdsse der Kerne oder ihre 
chemische Zusammensetzung fiir den Verlauf der Aktivitaétsspektren mass- 
_gebend ist, kénnen die verschiedenen Kurven nicht ausgewertet werden. 
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25,26,27 


0 2 4 5 8 10 12 %oo 


Figur 13 


Aktivitatsspektrum von Zimmeraerosol. Differentiation der Summenkurve in Figur 10. 


Die Wirkungsradien und das Grossenverteilungsgesetz von W. JAcoBI (1) 


An Hand der Wachstumskurven in Figur 1 wird definiert: 

Der Wirkungsradius 7,, eines Kondensationskernes entspricht dem Radius 
eines Wassertrépfchens, das mit jenem Wasserdampfdruck im Gleichgewicht 
steht, der fiir die Scheitelpunktfeuchtigkeit des Losungstrépfchens notwendig | 
ist. (In Figur 1 sind die entsprechenden Punkte S und P). 

Mit dieser Definition kommt zum Ausdruck, ob ein Kern Eigenschaften 
besitzt, die die Kondensation férdern oder nicht. Ist 7 der Radius des Kernes, 
so kénnen wir unterscheiden: | 


’» > 7: Absorptions- oder Adsorptionskerne; 
%» =: reine Wassertrépfchen; 


Y» <7: der Kern ist wasserabstossend. 


sant i ee ee eee eee 
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Aus der Ubersattigung im Messgefiass kann mit Hilfe der Beziehung 


Pr\ _ 204M 
in( $e) = oR IF (4) 
der entsprechende Wirkungsradius +, berechnet werden. 


Dabei sind: 
pb, Dampfdruck iiber der gekritmmten Tropfenoberflache (Radius 7) ; 
fx. Dampfdruck iiber der ebenen Wasseroberflache ; 
a Oberflachenspannung bei ¢°C, 75,7 (1 — 0,0020 #) dyn cm-!; 
M Molekulargewicht des Wassers (= 18,02) ; 
R_ Gaskonstante ; 
eo Dichte des Wassers. 
Fiir geringe Ubersiattigungen, also Wassertropfendurchmesser grésser als 
10-6 cm, ist bei einer festen Temperatur: 


U=“ (U=0, m=co, U = Gleichgewichtsitberstittigung) . 
w 

Wir kénnen somit in den Abbildungen der Aktivitatsspektren an Stelle der 
Ubersattigungswerte die entsprechenden Wirkungsradien einsetzen. Als Bei- 
spiel wurde das in Figur 11 fiir eine Temperatur von 20°C ausgefiihrt. 

Wird nun auf einem weiteren Blatt die Kerndichte in Funktion von log on 
aufgetragen, so kann in Analogie zum Grdssenverteilungsgesetz (1) die Zunahme 
der Kerndichte mit abnehmendem 7, untersucht werden. 

Fiir die ungestérten Luftmassen wurden in Tabelle 4 die Kontrollwerte fiir 
das Gesetz dN C 


piercer (>) 


berechnet und nachstehend in Tabeile 4 zusammengestellt. 
In der ersten Kolonne sind die Kurvennummern eingetragen und in der 
ersten Zeile die Wirkungsradien. 


Tabelle 4 
Wirkungsradien 
Kurven-Nr. “ 
1,5 2 3 4 5 6. 7 8 OF “L0G LOsesem: 

LS 17 15 14 

oy 34 32 31 32 30 
13 a3 31 30 30 30 
10 19 18 19 18 aly 

9 yy 48 42 40 41 
19 87 64 50 44 35 B2 31 30 


Fiir die Kurven 5, 13 und 10 ergibt die angenommene Gesetzmassigkeit 


iibereinstimmende Kontrollwerte. Die Kurven 9 und 19 gehorchen eher den 


_ ZAMP VII/29 


“—“ 
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Gleichungen 
iN ee CSUR pls (6) 
dlog7,, ve dlogv, ye 
Wie aus Figur 1 ersichtlich ist, stimmen selbst fiir sehr hygroskopische Sub- 
stanzen Wirkungsradius und Halbmesser des entsprechenden Lésungstrépf- 
chens nahezu tiberein. 

Die Grésse des Lésungstropfchens im Scheitelpunkt der Wachstumskurve ist 
bestimmt durch das Volumen des hygroskopischen Kernes. Fiir einen kugeligen 
Kern mit Radius gilt somit: 

ie Pe 


Setzen wir diesen Wert in den Gleichungen (5) und (6) ein, so erhalten wir 


5 [ (6; 
fiir die Kurven 5, 13 und 10: atte et Se 
ogy Y (7) 
List Nee oMGly ane 5 ome Nien 
fiir Q: dlogr = ate ; fiir 19: dlogr = pe | i 


Aus den Aktivitatsspektren wird somit das gleiche Verteilungsgesetz gefunden, 
wie es W. Jacopr an Hand optischer Messungen fiir Mischkerne erhalten hat. 

Daraus folgt: Aktivitat und Grésse der Kerne verlaufen parallel. 

Bei einer nachtraglichen Uberpriifung des Verteilungsgesetzes in Kitzbiihel 
(Frihling 1954) hat H.W.Gerorct1°) festgestellt, dass der Exponent von 7— 
von der Wetterlage abhangig ist. So fand er wahrend eines starken Schnee-— 
schauers einen Exponenten von 3,7 vor, bei kleinen Windstarken Werte von 
2,9 bis 3,1 und bei Windstille sogar 2,6. 

Der Wert 3 darf also nur als Mittelwert betrachtet werden. Die titberraschend 
grossen Exponenten der Kurven 9 und 19 kénnten mit der industriellen Tatig-— 
keit in Locarno verkniipft sein. ; 


Beurteilung der Aktivitatsspektren 


Der Zusammenhang zwischen der Kondensationsfahigkeit und der Grésse_ 
der Partikeln eines Mischkernaerosols erméglicht endlich die Diskussion der 
verschiedenen Aktivitatsspektren. 

Sofern wir als Initialkerne nur sehr feines Aerosol zulassen, wird die Grés- 
senverteilung der Kondensationskerne im wesentlichen durch die Koagulation 
und die Sedimentation gesteuert. Der Niederschlag von Kondenstrépfchen 
kann als beschleunigte Sedimentation betrachtet werden, Bei der Koagulation j 
werden die grossen Kerne bevorzugt, sie wachsen andauernd auf Kosten der | 
Kleinen an, bis sie im Schwerefeld ausfallen. Sofern die Kerne nicht unipolar 


*) 


€ Herr Dr. H. Ww i Grorcn, Universitatsinstitut fiir Meteorologie und Geophysik in Frankfurt j 
am Main, hat mir diese unver6ffentlichten Werte in lebenswiirdiger Weise zur Verftigung gestellt. : 


: 
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aufgeladen sind, wird sich jedes Aerosol im Laufe der Zeit vergrobern. Es sind 
somit mehr grosse als kleine Kerne vorhanden, sufern nicht eine geniigend 
starke Initialkernquelle den Verlust andauernd ersetzt. Grosse Kerndichten 
beschleunigen diesen Vorgang. 


a) Ahtivitdtsspektren der ungestorten Luftmassen 


Die Fohnluftmassen verlieren beim Uberqueren der Alpen durch wieder- 
holten Niederschlag die grossen Kerne. Gleichzeitig durchmischen sie sich mit 
kernarmer Luft aus den héheren Schichten der Atmosphiare; die Kerndichte 
wird kleiner. Auf dem Wege nach Locarno nimmt die «gereinigte » Luft frische 
Initialkerne auf. Die mitgefiihrte Initialkerndichte ist umgekehrt proportional 
der Windgeschwindigkeit, sofern bei starken Winden vom aufgewirbelten 
Aerosol abgesehen wird. 

Die Aktivitatsspektren reproduzieren diese Vorgange sehr deutlich: 

Kurve 15; Nach 11/,tagiger Féhnperiode halt noch starker Nordwind an. 
Die Massenkonzentration der Kerne pro Kubikzentimeter Luft ist klein, das 
Maximum der Gréssenverteilungskurve fallt ausserhalb des Messbereiches. 

Kurve 5: Mittelstarker Féhn. Die Koagulation wurde durch die gréssere 
Anzahl Initialkerne beschleunigt, die Kurve verschiebt sich gegen gréssere 
Radien zu. 

Kurve 13: Béiger Nordféhn. Der Einfluss der Initialkerne hat sich verstarkt, 
das Maximum der Verteilungskurve liegt bereits innerhalb des Messbereiches. 

Kurve 10: Massiger Nordfohn ist im Abklingen begriffen. Nebst der Még- 
lichkeit, in vermehrtem Masse Initialkerne aufzunehmen, ist nun auch die 
verlingerte Koagulationszeit zu beriicksichtigen. Die Vergréberung des Aero- 
sols ist schon ausgepragt. 

_ Das eine Beispiel einer stationdren Luftmasse (Kurve 9) zeigt die normale 
Entwicklung aus der « Féhnreihe ». Das Maximum ist nicht besonders ausge- 
pragt, da die Fabrikbetriebe von Locarno laufend Initialkerne erzeugen. 

Auffallend ist die Zunahme der grossen Mischkerne nach dem Vorstoss 
maritimer Luftmassen (Kurve 19). Der Einfluss der ausgiebigen Initialkern- 
quellen in der Poebene ist offensichtlich. 

Ein Vergleich dieser Resultate mit den in Locarno-Monti von F. AMBRo- 
SETTI [26] ausgefithrten Ionenmessungen zeigt, wenn auch nur grob, den paral- 
lelen Verlauf der Kerne und der Ionen. So ist in Fohnluft die Kleinionenzahl 
1,5- bis 2mal grésser als das Mittel (Extremwert 3). Umgekehrt ist die Anzahl 
Jer Gross- und Mittelionen in derselben Luftmasse 1,5- bis 4mal kleiner. 


A b) Aktivitiétsspektren der gestorten Luftmassen 


Mischen sich zwei Luftmassen mit verschiedenartigem Aerosol, so muss im 
esultierenden Spektrum die Uberlagerung der beiden urspriinglichen Aktivitats- 
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spektren zum Ausdruck kommen. Kurve 16 zeigt, wie durch einen Windsprung 
von Foéhn auf SE die normale Verteilung gestért wird. 

Auffallend ist der Verlauf der Kurve 17. Die Messung wurde 5 min nach 
dem Aufprallen der ersten Tropfen eines Regenschauers ausgefithrt. Kernkoagu- 
lation allein wird’ wohl in den seltensten Fallen eine derart hervorstechende 
Spitze in der Gréssenverteilungskurve zur Folge haben. Um eine befriedigende 
Erklarung zu finden, ist der Niederschlagsmechanismus zu beriicksichtigen. 

Durch Kondensation von Wasserdampf an den aktivsten Kernen werden 
die ersten Wolkentrépfchen gebildet. Die Koagulation zwischen den Wasser- 
tropfchen und den freien Kernen ist aber nach C. JUNGE [1] wesentlich grésser 
als die Eigenkoagulation der Kerne. Die Kerndichte innerhalb der Wolke 
nimmt somit ab, und die an die Trépfchen gebundenen Kerne vergréssern sich. 
Um aber einen grosstropfigen Niederschlag zu erhalten, sind mehrere Zusam- 
menstdsse zwischen den Wolkentrépfchen notwendig. Das fiihrt wiederum zu 
einer betrachtlichen Vergrésserung der gebundenen Kerne. 

Je nach der relativen Feuchte der bodennahen Luftschicht verdunstet ein 
Teil des nunmehr grosstropfigen Niederschlages, bevor er auf die Erdoberflache 
aufprallt. Zuriick bleiben die durch drei verschiedene Koagulationsprozesse 
stark angewachsenen Kerne. Da sich die umgebende Luft durch die Verdun- 
stung abgekiihlt hat, sinkt sie mit ihren Kernriesen zu Boden. 

Das Aktivitatsspektrum dieses Aerosols zeigt deshalb eine selektive Zu- 
nahme der grossen Kerne, wahrend die Anzahl der Kerne mit kleineren Radien 
gering ist. 

Dieser Vorgang der Kernvergrésserung kann in der Natur haufig beobachtet 
werden, wenn sich Schauerwolken ohne auszuregnen rasch auflésen. An Stelle 
der Trépfchenwolke ist bei giinstiger Beleuchtung eine auffallende Dunstwolke 
zu sehen, was auf grosses Aerosol schliessen asst. 

Diese wenigen Beispiele zeigen bereits, wie die Aktivitatsspektren der. Kon- 
densationskerne und die mannigfaltigen Vorgange in der Meteorologie sehr eng 
miteinander verkntipft sind. 


Die Bedeutung der Kondensationskerne maritimen Ursprungs 


Aus den Summenkurven und den Aktivitatsspektren ist ersichtlich, dass 
die Wolkenbildung tiber dem inneren Festland ohne Zuhilfenahme der Meer- 
salzkerne erklart werden kann. Nur in zwei der diskutierten Falle (Kurve 17 
und 19) drang Mittelmeerluft bis zum Messort vor. Die damit verbundene Zu- 
nahme der Bewélkung und der anschliessende Niederschlag ist der zugefiihrten 
Feuchte und nicht einem besonders gearteten Aerosol zu verdanken. 9 

Das schliesst nicht aus, dass in kiistennahen Gebieten Meersalzkerne fir 
den Niederschlagsprozess von entscheidender Bedeutung sind. Dies hesondeaa 
wenn mangels ergiebiger Initialkernquellen die Entstehung grosser Mischkerne 


. 
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verunméglicht wird. So haben G. YAMAMoTO und T. OnTaKA [27] festgestellt, 
dass im gewohnlichen Nebel mehrheitlich Kernkonglomerate enthalten sind, 
wahrend im tropfenden Nebel die Meersalzkerne iiberwiegen. 


Zusammenfassung 


Die geringe Anzahl der Messungen und der untersuchten Ereignisse erlauben 
noch keine Verallgemeinerungen. 

An Hand der in einer bestimmten Zeitspanne in Locarno-Monti ausgeftihr- 
ten Messungen kann riickblickend zur Problemstellung bemerkt werden: 

1. Im bodennahen Freiluftaerosol scheinen immer hinreichend aktive Kerne 
vorhanden zu sein, die eine Wasserdampfkondensation im Bereiche von 100 
bis 101°% RF erméglichen. 

2. Die zur Wolkenbildung wichtigen Kondensationskerne sind massgeblich 
durch ihre Grésse ausgezeichnet und lassen sich deshalb nicht von den tibrigen 
Aitken-Kernen trennen, sofern nicht eine Ubersadttigungsgrenze eingefiihrt 
wird. 

3. Aktivitat und Grésse der Kerne verlaufen parallel. 

4. Besteht das Aerosol nur aus Mischkernen, so ist die Koagulation, als 
vorbereitender Prozess fiir die anschliessende Kondensation in der Atmo- 
sphare, von grosser Bedeutung. 

5. Meersalzkerne kénnen die Wasserdampfkondensation wohl unterstiitzen, 
sind aber nicht notwendig, da hinreichend aktive Mischkerne vorhanden sind. 


Die vorliegenden Untersuchungen wurden im Rahmen des Forschungspro- 
gramms der «Eidg. Kommission zum Studium der Hagelbildung und der 
Hagelabwehr» am Osservatorio Ticinese in Locarno-Monti durchgefiihrt. Der 
Abteilung fiir Landwirtschaft des EVD danke ich fiir die zu dieser Arbeit be- 
nétigten finanziellen Mittel. Dank gebiihrt Herrn Prof. Dr. J. ACKERET, Herrn 
Prof. Dr. R. SANGER, Prasident der Kommission, Herrn Prof. Dr. P. SCHERRER 
und dem Leiter des Tessiner Instituts, Herrn J.C. THams, ftir das grosse 
Interesse, das sie diesen Untersuchungen entgegenbrachten. 


$ ANHANG 


Kondensationskerne und Wolkenbildung 


Es bleibt nun noch zu zeigen, dass die mit bodennahem Aerosol gefundenen 
Resultate auch fiir héher gelegene Luftschichten giiltig sind. Da fiir die mittlere 
‘Atmosphare Angaben iiber die Gréssenverteilung der Kondensationskerne fehlen, 
wird ein direkter Vergleich mit den ausgefiihrten Messungen verunmoglicht. 
Kann jedoch gezeigt werden, dass sich in jenen Hohen die gleichen Prozesse 
wiederholen, so miissen auch die Resultate tibereinstimmen. 


¥ 
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1. Die Bedeutung dey Temperaturinversion 


Die mittlere Atmosphare besitzt keine eigentlichen Kernquellen, da die 
Schwebeteilchen durch die aufsteigende, warme Luft hinaufgetragen werden. 
Ist diese Bewegung turbulent, so mischt sich kernreiche mit kernarmer Luft. 
Ist der Aufstieg laminar, so mischen sich nur die Randzonen des Warmluft- 
paketes, hingegen haben besonders die kleinen Kerne geniigend Zeit, um in den 
«Aussenraum» zu diffundieren. Beide Vorgange wirken somit kernvermindernd, 
Mit der Kernabnahme ist eine verzégerte Koagulation verbunden. Die Bildung 
grosser Kerne wird fraglich, und entsprechend sind fiir die Wasserdampfkonden- 
sation grosse Ubersattigungen notwendig. Dies ist bei einem normal geschich- 
teten Luftkérper mit einer Temperaturabnahme von 1°C pro 100 m Hohenzu- 
nahme der Fall, wie das beim aufsteigenden Rauchaerosol gut beobachtet werden 
kann. 
Das Verhalten der Kerne andert sich, sobald die aufsteigende, warme Luft 
auf eine Temperaturinversion stésst. Die weitere Konvektion wird verhindert,. 
das Aerosol durch die Sperrschicht aufgefangen. Durch nachfolgende Luftpakete 
werden immer wieder Kerne nachgeschoben, so dass sich mit der Zeit die Kern- 
dichte unterhalb der Inversion vergréssert. Gleichzeitig wird die Koagulation 
beschleunigt und die Bildung grosser Mischkerne ermodglicht. Die Aktivitat des 
Aerosols gegeniiber Wasserdampf nimmt zu. Die Grossenverteilung der Schwebe- 
teilchen unterhalb der Sperrschicht wird durch die Anzahl und Groésse der nach- 
geschobenen Kondensationskerne, die Koagulation und die Lebensdauer der 
Inversion gesteuert. Analoge Vorgange sind fiir das Wachstum des bodennahen 
Aerosols verantwortlich. Es ist somit zulassig, die gewonnenen Resultate auf die 
mittlere Atmosphare zu tibertragen. si 

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass auch, vom Standpunkt des Aerosols aus" 
betrachtet, der Temperaturinversion grosse, wenn nicht entscheidende Bedeu- 
tung zukommt. Sie allein erméglicht den aufsteigenden Kondensationskernen 
die notwendige Vorbereitung auf den Kondensationsprozess hin. 

Inversionen sind beinahe alltaglich. Sie entstehen nicht nur bei Warm- und 
Kaltlufteinbriichen, sondern auch nachts durch die Abkiihlung der bodennahen” 
Luftschicht. Im letzten der drei Falle wird zwar die Konvektion verhindert, 
aber nach Sonnenaufgang, sobald die Erdoberflache gentigend erwarmt ist, kann | 
sie erneut einsetzen. q 

Im Talkessel des Langensees kann die Entstehung der Dunstschichten sehr ' 
gut verfolgt werden. Die Verhaltnisse werden auch durch eine Messreihe mit 


ig 


dem Scholz-Zahler gut wiedergegeben: | 
oberhalb der Dunstschicht: 15000 Kerne/cm?; ; 
in der Dunstschicht: 45000 Kerne/cm$; : 
unterhalb der Dunstschicht: 30000 Kerne/cm3. : 


Die gréssere Kernkonzentration unterhalb der Inversion kommt deutlich zu 
Ausdruck. 


2. Die Wasserdampfkondensation 


Sofern in der mittleren Atmosphare wirklich ahnliche Groéssenverteilungen — 
der Schwebeteilchen zu erwarten sind, wie sie fiir bodennahes Aerosol gemesse: 
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wurden, miissen auch die Summenkurven einen analog 
Problem der Kondensation diskutieren zu k6nnen, 
werte zu Hilfe genommen. 

Die notwendige Wasserdampfiibersattigung in der Atmosphare kann durch 
zwei Prozesse erreicht werden: 


der adiabatische Aufstieg eines Luftpaketes; 


en Verlauf zeigen. Um das 
werden deshalb die Boden- 


die Mischung zweier Luftmassen unter geeigneten Bedingungen. 


Im vergangenen Jahrhundert wurde die 1784 von J. Hutton aufgestellte 
Mischwolkentheorie durch die von H. WETTstEIN [28] angeregte und von J. HANN 
ausgebaute Adiabatentheorie abgelést. Die wichtigsten Einwande gegen die 
Mischprozesstheorie waren die freiwerdende Kondensationswarme, die ohne adia- 
batischen Aufstieg nicht kompensiert werden konnte, und das damit verbundene 
Ausbleiben ergiebiger Niederschlige. W.v. BEzoLp [29] hat darauf die verschie- 
denen Méglichkeiten von Mischungsvorgangen zweier Luftmassen ausgiebig dis- 
kutiert und ist zum Schluss gekommen, dass mindestens der Bodennebel und 
die Schichtbewélkung nach der alten Theorie genugend erklart werden kénnten. 

Es geht jedoch nicht darum, diese Streitfrage erneut aufzugreifen und dic 
Wolke als Ganzes zu betrachten. Im Folgenden wird nur der erste Einsatz der 
‘Kondensation am vorhandenen Aerosol diskutiert, also die Bildung der ersten 
Kondenstrépfchen. 

Der adiabatische Prozess: Um die Kondensation durch rein adiabatische Ab- 
ktthlung zu erméglichen, ist das Aufsteigen eines in sich geschlossenen Luft- 
paketes notwendig. Leider existieren iiber den Durchmesser dieser « Warmlutt- 
ballone» nur wenige Angaben‘). 

_ Die gedachten Wande des aufsteigenden Luftvolumens kénnen wohl jegliche 
Mischung verhindern, Diffusion wird aber trotzdem stattfinden. Es wird sich 
somit vom Zentrum bis zur Randzone ein Wasserdampfdruckgefalle einstellen, 
dessen Starke einerseits durch die Feuchte des umgebenden Raumes und ander- 
seits durch die zunehmende RF des aufsteigenden Paketes bestimmt ist. Die Dif- 
fusionsgleichung 
| Basrg BIND? og PP 
: a Ox® | dy? Oz? 


ist mit der Differentialgleichung der Kondensationsadiabaten 
a 

dlogT hex m)l - 

dlog pr, Cp tym aB/E dT 


zu verbinden. 


Dabei sind: 
py, Luftdruck; 
, Cy, Spezifische Warme trockener Luft; 
z y  Kondensationswarme pro Gramm Wasser; 
q m Mischungsverhaltnis Wasserdampf/trockene Luft; 


4 E = E(T) Sattigungsdruck des Wasserdampfes. 


- Dadurch entsteht eine neue Adiabatengleichung, die zeitabhangig wird. 


4) Nach Aussagen von Segelfliegern kann der Durchmesser in seltenen Fallen bis 300 m und 
mehr betragen, doch bleibt immer ungewiss, ob es sich um einen Konvektionsschlauch oder ein 
geschlossenes Luftpaket handelt. 


Je all Se 
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Um die komplizierte Rechnung zu umgehen, soll das Problem an Hand vor- 
handener Beobachtungen studiert werden. 

Nach M. Diem [25] schwankt der Fliissigwasser-Gehalt einer Wolke je nach 
Art zwischen 0,09 und 0,87 g/m%, Dieser kondensierte Wasserdampf muss durch 
den adiabatischen Prozess vorgangig freigemacht werden. 

Aus der zu erwartenden Menge Kondenswasser kann fiir die verschiedenen 
Wolkenarten die notwendige Abkiihlung der aufsteigenden Luft berechnet wer- 
den, Die Rechnungen wurden fiir die Basistemperaturen 10°C und 0°C ausge- 
fiihrt. Dabei wurde angenommen, dass die Luftmassen zu Beginn des Aufstieges 
mit Wasserdampf gesattigt sind. Neben den in Tabelle 5 zusammengestellten 
Werten fiir die Abkiihlung ist noch die Zeit eingetragen, die das Luftpaket fir 
den Abkiihlungsvorgang bendtigt. Dabei wurde fiir alle Wolkenarten mit einer 
Stéiggeschwindigkeit von 2 m/s und einer Temperaturabnahme von 0,6°C pro 
100 m Steighdhe gerechnet. : 


Tabelle 5 : 
- 
Gehalt an Basistemperatur 10°C Basistemperatur 0°C 
Wolkenart |Fliissig- Wasser 
g WP OE ts TEC pat 
Se 0,09 — 0,16 13 — 0,24 20 : 
Cu (1) 0,32 — 0,56 46 — 0,87 iam : 
As 0,28 — 0,49 41 — 0,76 63 
St 0,29 — 0,51 AZ = 0,79 66 i 
Ns 0,40 — 0,70 58 = 1,13 84 ‘ 
Cu (2) 0,87 —1,55 129 — 2,52 210 » 


‘ 
! 


Die der Rechnung zugrunde gelegte Steiggeschwindigkeit trifft im giinstigsten 
Fall fiir den Cu (1) zu. Fiir Cu (2) ist sie maximal zehnmal grésser und in allen 
anderen Fallen wesentlich kleiner. Die Werte sind somit, ausgenommen diejeni- 
gen fiir den Cu (2), fiir den Adiabaten-Prozess sehr giinstig berechnet, und trotz- 
dem sind die notwendigen Steigzeiten beachtlich gross. Wird zudem die Diffusion 
des Wasserdampfes in den Aussenraum beriicksichtigt, werden die Steigzeiten 
um ein Vielfaches grésser. Es ist fraglich, ob dann noch eine Ubersattigung 
moglich ist. | 

_Um die Gréssenordnung der Diffusion einigermassen abschatzen zu kénnen, 
sel hier ein kleines Experiment beschrieben. : 

Wird der Kondensationskernzahler von J. ScHotz im Bruchteil einer Se. 
kunde expandiert, so bildet sich im Rezipienten eine dichte Trépfchenwolke. Bei 
einer Expansionsdauer von 30s kann keine Nebelbildung beobachtet werden, da 
in dieser Zeit der tiberschiissige Wasserdampf fortwahrend an die Gefasswande | 
diffundiert und keine hinreichende Ubersattigung zustande kommt. | 

Diesem Experiment kann entgegengehalten werden, dass das Versuchsvolu- 
men zu klein gewdhit ist. Doch ist anderseits zu beriicksichtigen, dass die Uber- 
sattigung im Scholz-Zahler, bei rasch ausgefiihrter Expansion, mindestens hun- 
dertmal grésser ist als diejenige, die in der Atmosphare méglich ist. 7 
ore aon die Wasserdampfkondensation an die Kerne untersucht werden. | 
va angenommen, dass noch keine Wolke existiere und das betrachtete 

olumen aufsteigender Luft als erstes die MOoglichkeit besitze, Wasserdampf 
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abzugeben. Das mitgefiihrte Aerosol zeige cine Gréssenverteilung analog den 

Summenkurven fiir ungestérte Luftmassen. 

In dem aufsteigenden Luftpaket werden die aktivsten Kerne in einem be- 
stimmten Augenblick, bei hinreichender Ubersattigung, als Kondensationszen- 
tren wirken, und die ersten Trépfchen entstehen, Angenommen, es seien im 
Mittel 10 pro Kubikzentimeter. Um eine Kumuluswolke zu bilden, sind aber 
gegen 1000 Trépfchen pro Kubikzentimeter notwendig. Aus den Summenkurven 
der Bodenwerte folgt, dass hierfiir im giinstigsten Falle eine weitere Ubersattigung 
von mindestens 2°/,) erforderlich ist. Dazu ist bei einer maximalen Aufstiegs- 
geschwindigkeit von 2 m/s eine Kondensationszeit von mindestens 2s notwendig. 
Es ist deshalb nicht anzunehmen, dass der iiberschiissige Wasserdampf an neue 
Kerne diffundiert, sondern weiterhin an die bereits gebildeten Trépfchen kon- 
densiert. 

Das oben beschriebene Experiment mit dem Scholz-Zahler darf hier als 
Vergleich zu Hilfe genommen werden. Die Gefasswande stellen die bereits vor- 
handenen Trépfchen dar. Obschon sie eine wesentlich héhere Temperatur besitzen 
als die expandierte Luft, nehmen sie bei langer Kondensationszeit allen frei- 
werdenden Wasserdampf auf. 

Wenn auch eventuell durch rein adiabatische Vorgange einige Kondenstropf- 
chen entstehen k6nnten, ist trotzdem schwierig zu erklaren, wie die in den 
Wolken beobachtete Zahl der Trépfchen entstehen sollte. Der Vorgang ist zu 
langsam. 

Der Mischprozess: Unter diesem Abschnitt werden alle Vorgénge zusammen- 
gefasst, bei welchen zwei Luftpakete mit verschiedener Temperatur und ver- 
schiedenem Dampfdruck einander beriihren. Der eine Extremfall ist die voll- 
standige Mischung und der andere die Beriihrung entlang einer Grenzzone. Im 
2. Kapitel wurde bereits gezeigt, dass die zweite Méglichkeit, ein reiner Diffu- 
sionsprozess, beinahe dieselben Resultate zeigt wie die Durchmischung. 

Drei Merkmale zeichnen diese Vorgange aus: ; 

a) Bei geniigend grosser Temperaturdifferenz der beiden Luftmassen kann die 
Mischluft auch dann iibersadttigt sein, wenn die beiden Komponenten ur- 
spriinglich nicht mit Wasserdampf gesattigt waren. Das folgt aus den Figuren 
2 unc 3: 

b) An den Randzonen verlauft der Mischprozess so rasch wie die Kondensation 
an die Kerne, das zeigen die beschriebenen Experimente. 

c) Neben dem Aktivitatsspektrum des Aerosols entscheidet der Dampfdruck und 
die Temperatur der beiden Luftmassen iiber die Anzahl sich bildender Kon- 
denstrépfchen. ; 

Nachteilig fiir diese Vorginge ist die geringe Meuge freiwerdenden Wasser- 
dampfes, so dass keine grossen Trépfchen entstehen konnen. 

Die Kombination von Mischprozess mit adiabatischem Aufstieg: Bei der Gegen- 
iiberstellung der beiden Vorgange zeigt sich, dass zur Finleitung der Kondensation 
eher der Mischprozess in Frage kommt. Da er nicht auf die Sattigung der beiden 
Luftmassen angewiesen ist, eilt er dem adiabatischen Prozess voraus. Ist die 
Kondensation eingeleitet, so wird, dank der freiwerdenden Kondensationswarme, 
die Konvektion verstarkt, so dass in dieser Phase Mischung und adiabatischer 
Aufstieg einander gegenseitig unterstiitzen und die Bildung grdésserer Wolken- 


 trépfchen erméglichen. In Tabelle 6 sind die beiden Vorgange entsprechend ihrer 


Bedeutung zusammengestellt. 
Es ey nun kurz iiberpriift werden, ob die Angaben in Tabelle 6 den Vor- 


gangen in der Natur entsprechen. 
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Tabelle 6 
Zeitlicher Ablauf Vorgang Zeitablauf REG Ereignis 

1. Prozess adiabatischer langsam bis 100 Vorkondensation 
Aufstieg 

2. Prozess Mischung schnell iiber 100 Kondensation 

3. Prozess adiabatischer langsam ungefahr100 | Vergroésserung 
Aufstieg bis der Kondens- 
und Mischung schnell trépfchen 


Die Schichtbewolkung entsteht vorwiegend durch Mischung an der Grenz- 
schicht zweier Luftmassen. Die Temperaturdifferenz ist in der Regel gering. Nach 
Tabelle 6 sind nur kleine Tropfchen zu erwarten, da der 3. Prozess wegfallt. 

Bei der Quellbewolkung vergréssert die aufsteigende Warmluft die Temperatur- 
differenz zwischen den sich mischenden Luftmassen. Turbulenz beschleunigt die 
Mischung. Entsprechend der grésseren Ubersattigung sind viele Kondenstrépf- 
chen zu erwarten. Der dritte Prozess ist fiir diese Wolkenart charakteristisch. Es 
miissen sich somit je nach Aufstieggeschwindigkeit mittelgrosse bis grosse Wol- 
kentropfchen bilden. 

In Tabelle 7 sind die zu erwartenden Werte den Beobachtungen von M. DiEmM 
gegentibergestellt. 


Tabelle 7 
Troépfchenzahl Fliissigwasser- Troépfchenzahl | Fliissigwasser- 
Wolkenexuppe je cm? gehalt je cm? gehalt g/m® 
Schicht- klein klein 260-450 0,28—0,29 
bew6lkung 

Quell- mittel bis mittel bis 545-1000 0,32-0,87 

bewélkung gross gross 

entsprechend Tabelle 6 , nach M. Diem 


Die Ubereinstimmung ist befriedigend. Es ist jedoch zu erwarten, dass bei 
sehr grossen Temperaturdifferenzen und geeignetem Aerosol auch der Misch- 
prozess zu grossen Trépfchendichten fiihren kann. Dies kénnte der Fall sein, 
wenn kalte, feuchte Luft iiber eine warme Wasserflache wegstreicht. 

Den Betrachtungen iiber die Bedeutung der Temperaturinversion und die © 
Kondensation liegt vorderhand ein schwaches Fundament zugrunde, auch wenn 
verschiedene Tatsachen zugunsten der Uberlegungen erwahnt werden kénnen. 
Entscheiden werden die noch auszufiihrenden Messungen. 

Vor allem ware zu untersuchen: 

ili tiber langere Zeit das Verhalten des bodennahen Aerosols, 
Re die Hohenabhangigkeit des Aerosols und der Einfluss der Temperaturinversion, 
3. die Aufstieggeschwindigkeit und die Grésse der Warmluftpakete bei wolken- 


ae Himmel, um den Einfluss der Wasserdampfdiffusion berechnen zu 
énnen, 


a ee 
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Summary 


The present paper describes a method by which the behaviour of natural 
aerosol can be examined in a medium of water vapour at low degree of super- 
saturation. During a short experimental period the activity of the condensation 
nuclei was examined with regard to their dependence on the weather situation. — 

It was found that: 

1. Up to a relative humidity of 101% the size and activity of the nuclei run 
parallel. 

2. Aerosol near the ground always contains sufficient active nuclei to form — 
condensation droplets where the relative humidity of the surrounding medium _ 
is 100-101%. : 

3. The nuclei which are of importance for cloud-physics cannot be distinguished ‘ 
as a separate group from the other aerosol. : 


(Eingegangen: 28. Dezember 1955.) 
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The Pressure Distribution Between Two Elastic Bodies in Contact ; 


By Harry DonaLp Conway, Ithaca, New York, USA1) { 
1 


Introduction 


_ In two recent articles [1], [2]*), theoretical investigations were made of the H 
distributions of contact pressure between (a) a rigid two-dimensional punch and — 
an orthotropic half plane and (b) between a rigid, solid-of-revolution punch and { 
a transversely isotropic half space. The indenting surfaces of the punches were 
of arbitrary form, friction was ignored, and the problems treated as elastic ones. 
The present investigation concerns the calculations of the distributions of 
contact pressure between (a) two-dimensional, symmetrical, orthotropic bodies 
and (b) two transversely isotropic solids of revolution. It is seen that the problems 


are mathematically identical with the corresponding rigid 
admit simple solutions. : aati 


») Cornell University, College of Engineering, Department of Mechanics. 
“) Numbers in brackets refer to References, page 465. 
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Analysis 


Consider two two-dimensional bodies in contact at the point O as shown in 
Figure 1, and assume that the curvatures of the boundaries in the neighbourhood 
of O are sufficiently small for the bodies to be treated as half planes. The half 
planes are pressed together along their axes of symmetry, which pass through O, 
so that any two points of the half planes on this axis at great distances from O 


Figure 1 


Two-dimensional or axisymmetrical bodies in contact. 


will approach one another by a distance s. Assume that O does not move during 
this compression and that points at a very small distance x from O on the sur- 
faces of the upper and lower halt planes move vertically through distances v, and 
v, during the compression, as indicated in Figure 1. 

If the original forms of the surfaces of the half planes in the vicinity of O are 


4=f(*), 2% = fo(¥) (1) 


and the aforementioned points coincide within the contact length after com- 
pression, then 


S— (0, + U2) = 244+ 22 = fy(*) + fo(*) (2) 
Thus, by differentiating with respect to ~, it follows that 
— (vi + 03) = fil¥) + f2(4) - (3) 
Assume the half planes to be of orthotropic material. [t has been shown [1] that 
aS (4 
V5 155 : 


_where the moduli E, and £, for the upper and lower half planes, respectively, 
are defined by equations of the form 
2 
E |S — 
(%1 + 2) Soe 
where the elastic constants are given by the stress-strain equations 
Eq = Sy, Ogt Syn Fy, by = Soo Oy + Sia %e» Yay = Soe Tay (5) 


Uand af of = Sy,/Sgq and af + a3 = (Sg + 2 S42)/Soe- 


— "= 


~ tage: 
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Thus, from equations (3) and (4), we write 


/ Fy 
ies Picky Bs 


Ke) + AGN, =p te Th + hel. 6) 


J altigtas 


The problem treated here is then mathematically identical with that of a half 
plane compressed by a rigid punch, the slope of which is such that the slope of 
the half plane in the contact length is altered by vj or v3 as the case may be. — 
This conclusion was also reached by MusKHELISHVILI [3] but for the case of — 
isotropic half planes rather than the more general orthotropic ones. A simple — 
solution to the rigid punch problem for an isotropic half plane has been given by — 
ScHUBERT [4] and has been extended to orthotropic half planes by the writer [1]. 
Thus the particular solutions which have already been given for the rigid punch © 
problem have their counterparts in the present problem. Several of these will be — 
discussed later. 

Although the above discussion refers to problems in plane stress or plane 
strain, it will be seen that it also applies to that of two solids of revolution, 
approximating half spaces, pressed together along their common axis of sym- 
metry. In this case the contact length is replaced by a circular contact area, and 
the problem is mathematically the same as that of a half space compressed by a — 
rigid cylindrical punch. A relatively simple solution for the isotropic half space 
is available [4j, as also is one for a transversely isotropic half space compressed _ 
by a rigid cylindrical punch [2]. Equation (4) for the axisymmetrical problem ~ 
is then replaced by 


= %e 


vw _ Pega) (7) 
% Ea) ‘ 
where E,, 1) and E, 7/5) are equivalent moduli defined by equations of the form ‘ 
pA ACS ee (3) 
ey 2VL (AC — F?) 
using the notation of LovE [5] for the elastic constants A, C, F and L. Thus, — 
for the axisymmetrical problem 
E E 
ee eq(2) F ; eq(1) f 
04 [i(*) + f(#)], 0g = — : i(*) + fg(x)]. (9 
Bega) + Fog.) é Ea? Sa ; 
Some examples will now illustrate the above. : 


Examples 


Consider the case of two circular surfaces in contact, the radii of curvature 
at the contact point O being R, and R,, respectively, where R, and R, are — 


sufficiently large for the assumption of half planes to be made. We may write 
approximately ; ; 


Pee tes, Be: 
AP | Peaiea! Mea Le 3 


and hence it follows from equations (6) that 


4= 


E 


i; = Bi |e ee 1 E | 
Hye (ft, ; iE aie FoR fe 


EB, = 1 
E,+ £, 
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The solution for a rigid punch of the form v’ = k x pressed against a half plane 
has already been given [4]. From these results and for the present case, the pres- 
sure in the contact length is immediately written down as 


plu) = — 


yaw 


1 P Ry a (R, + R,) 
ae —— Pa 1 a —_ 2 
le *eeerey ee tay] ©. ao 


where 2a is the contact length. To find the contact length, we write p(a) = 0 
and it follows that 


a eet Be ie, 


i = = 
Pat Fire Ge 20 a itd) 
Substitution in equation (10) then gives 
2P .¥;— 
> ay) 
p(u) nee Va?— u?. (12) 


Writing £, = E, = E for the isotropic case, we obtain the well-known result of 
HERTz [6]. 


Figure 2a 
Wedges or cones in contact. 


Similarly, for the axisymmetrical case of two spheres of transversely isotropic 
material having large radii and using known results [4] for the corresponding 
rigid punch problem, we have 


1 = st 2 E41) E, 412) ; R,+ Rk, 
62Va?— ui | 4 E,qay + Seq (2) R, Ry 


The equation p(a) = 0 then gives 


pu) (4 a2 — 6u)| (13) 


3 PR, R, (LE, 4a) + Fe q(2)) 


: a= : (14) 
7 4 E41) EF, 4(2) (Ry + Ry) 
- and hence x 

p(X) = aaa Var — we 


_ These also give the well-known results of HERTZ [6] for the special case of iso- 
_ tropic spheres when E, iw Fae = Ej(1— »?), » being POISSON s ratio. We now 
consider the case of two wedges in contact as shown in Figure 2a, the angles f, 


= 


““— 7 —s-™ 
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and £, being assumed small. Writing 
4 = B,%, %= B,* 
it follows for the plane stress problem that 


1 E, | [Pyle MDa» 
les oe Yee Fire (By 42 Ba). va EE, +E, (By; + Be) . 


Now, the problem of a rigid wedge pressed against an orthotropic or isotropic 
half plane admits a simple solution [4], [1]. From the solution for this case we 
have, for the present problem 


E, E, (8, + Be) Sh 
b(u) = Moone RIA cosh = (16) 
and * . 
1 a5 2 17 
Gs para site; “a 
Hence p ; 
a 
4 ee ace : 
p(u) = a cosh ae (18) 


Similarly, we obtain the solution for the case of two cones pressed together from 
that for a rigid cone indenting an isotropic half space [4] 


Eq) Feq(2) (Pi + Bs) 


4s : 
p(u) = cosh~1— (19) 
2 [Eq + Feq()] ” 
where 
a= 2P [Fe9() me E, 4/2) (20) 
mE, 4 (1) EF, 4/2) (Bi + Be) : 
Hence 
Je a 
p(u) = Ge cosh™ 1 . (21) 


By assuming 8, to be negative and less than £,, we solve the two-dimensional and 
axisymmetrical problems shown diagrammatically in Figure 2b. These have 


practical interest. It is seen that the pressure distributions have logarithmic 
singularities at the apex of the wedge or cone. 


Figure 2b 
Wedges or cones in contact. 
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Zusammenfassung 


Die vorliegende Untersuchung behandelt die Verteilung des Kontaktdruckes 
von (a) zwei zweidimensionalen, symmetrischen, orthotropen Kérpern und (b) 
zwei transversal-isotropen Rotationsk6rpern. Man sieht, dass die zwei Probleme 
mathematisch identisch sind mit den entsprechenden Problemen der undefor- 
mierbaren Stempel und dass einfache Lésungen méglich sind. Mehrere Beispiele 
sind ausgearbeitet. 


(Received: March 13, 1956.) 
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Die Grundlagen der Akustik. Von E.Sxuprzyxk (Springer-Verlag, Wien 
1954). XXII + 1084 S., 450 Textabbildungen; Ganzleinen Fr. 150.-. 

Bei dem vorliegenden Werk handelt es sich um eine Enzyklopadie von wahrhaft 
imponierendem Umfang und Inhalt. Der Autor hat sich die Aufgabe nicht leicht 
gemacht, er ist den Problemen auf den Grund gegangen und hat den verschie- 
denen Literaturquellen nachgeforscht. 

Es werden zuerst die fiir die Akustik besonders wichtigen mathematischen 
Gesetze und Funktionen rekapituliert, was in erster Linie zur Klarung und Erlau- 
terung der physikalischen Verhdltnisse dienen soll. Der Ableitung der Grund- 
gleichungen des Schallfeldes sind langere Ausfiihrungen gewidmet, wobei auch 
die verschiedenen Lésungen fiir die ebenen Wellen und die Kugelwellen ein- 
gehend diskutiert und die Effekte der Reflexion und Beugung von Schallwellen 
erértert werden. Mit der Behandlung der elektromechanischen Analogien wird 
auf die Behandlung der akustischen Grundelemente, Masse und Steifigkeit, tiber- 
geleitet. Der Theorie der gekoppelten Systeme wird besondere Aufmerksamkeit 
-gewidmet, wobei die graphischen Darstellungen sehr wertvoll sind. Damit sind 
auch die theoretischen Grundlagen fiir die Behandlung der elektroakustischen 
Wandler (Mikrophone und Schallsender) gegeben, deren Prinzipien einzeln be- 
sprochen werden. Ein besonderes Kapitel ist den so wichtigen piezoelektrischen 
Wandlern gewidmet. Mit den Ausfiihrungen iiber das menschliche Ohr, iiber die 
‘Sprache und Musik wird in Kiirze die physiologische Akustik behandelt, wobei 
immer wieder auf die Spezialliteratur verwiesen wird. Sinngemass folgen dann die 
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Probleme der Raum- und Bauakustik. Mit der Theorie der inneren Reibung_ 
gelingt es, die akustischen Vorgange in verlustbehafteten Medien zu erfassen. 
Langere Ausfiihrungen widmet der Verfasser der Schallausbreitung- und Absorp- 
tion im Wasser. Zum Schluss werden dann noch die strengen nichtlinearen 
Grundgleichungen des Schallfeldes behandelt. 

Alle theoretischen Darlegungen werden immer wieder durch treffend ausge- 
wahlte numerische Beispiele erlautert. Die Beniitzung dieses inhaltsreichen Wer- 
kes wird durch ein besonders gut ausgearbeitetes Inhaltsverzeichnis sehr erleich- 
tert. Von besonderem Wert ist auch ein wirklich vollstandiges Literaturverzeich- 
nis, das mehr als 100 Seiten umfasst. 

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass der Autor ein hervorragendes 
Nachschlagewerk der Akustik geschaffen hat, das sich als Ausgangspunkt zu 
einem vertieften Studium der Akustik eignet und das sicher in Fachkreisen 
grosse Anerkennung finden wird. A. Lauber 


Lineare Operatoren im Hilbertschen Raum. Par W.ScHMEIDLER. (B.G 
Teubner, Verlagsgesellschaft, Stuttgart 1954 [Teubners Mathematische Leitfaden. 
vol. 46]). 89 p.; cart. DM 7.80. 

La théorie de l’espace de HILBERT et des opérations linéaires dans cet espace 
constitue actuellement le chapitre le plus important de l’Analyse fonctionnelle. 
Le lecteur désireux de s’initier rapidement dans ce domaine si important par ses — 
applications trouvera dans l’opuscule ci-dessus une excellente introduction a son 
étude. : 

Aprés avoir défini dans le premier chapitre l’espace abstrait de HILBERT et 
les deux plus importantes de ses réalisations, l’espace des suites numériques de- 
HILBERT et celui des fonctions de carré intégrable, et établiles premiéres propriétés © 
qui en découlent (existence de systémes orthogonaux complets, etc.), ’auteur 
expose dans le second chapitre la théorie des opérateurs linéaires bornés et plus 
spécialement celles des opérateurs compacts ou totalement continus ainsi que 
celle des opérateurs hermitiens positifs. Il en déduit les théorémes classiques de 
FREDHOLM sur les équations intégrales. Le troisiéme et dernier chapitre étudie 
la théorie spectrale des opérateurs hermitiens bornés ou non. Chaque chapitre 
se termine par un certain nombre d’exercices et de compléments. M. Plancherel 


Elektrolyte. Von Hans FaALKENHAGEN. Zweite, neubearbeitete Auflage. 
(S. Hirzel Verlag, Leipzig 1953). 263 S., 94 Abb.; DM 15.60. A 

Die 2. Auflage von FALKENHAGENS Elektrolyte schliesst sich im Aufbau der 
Stoffbehandlung eng an die erste an: Betonung der theoretischen Uberlegung, 
reichlicher Beizug von experimentellen Ergebnissen und Ausschaltung aller 
messtechnischen Details. 

Nach Behandlung der klassischen Lehren iiber elektrolytische Lésungen 
(Kap. 1-4) werden die experimentellen Griinde fiir die Notwendigkeit ihrer Ver- 
besserung geschildert (Kap. 5 und 6) und diese selbst in Form der Debye-Hiickel-_ 
schen Theorie dargestellt (Kap. 7). Leider ist die statistische Ableitung der 
Grundgleichung nicht mehr, wie in der ersten Auflage, durch einen Abschnitt im 
Anhang unterbaut. 

Im folgenden 8. Kapitel steht die Thermodynamik der Debye-Hiickel-Elek- 
trolyte zur Diskussion (Aktivitatskoeffizient, Loslichkeitsbeeinflussung usw.). 
Das langste Kapitel, Kapitel 9, behandelt die Theorie der Leitfahigkeit; aus- 
fiihrlich werden die allgemeinen Gleichungen nichtstationarer Vorgange abgelei- 
tet. Dann folgt die Bestimmung der Leitfahigkeit fiir Gleich- und Wechselfelder, 


¢ 
} 
' 
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Vergleich der Ergebnisse mit empirischen Daten, schliesslich die Schilderung und 
theoretische Behandlung des Wienschen Feldstarkeeffekts. Ein kurzer Paragraph 
handelt vom Dissoziationsspannungseffekt. Eine Zusammenstellung von theore- 
tischen und experimentellen Aussagen iiber die Viskositat starker Elektrolyte 
gibt Kapitel 10. 

Wesentlich Neues bringen die beiden letzten Kapitel. Im elften werden eine 
die Raumbeanspruchung der Ionen erfassende Verteilungsfunktion von E1GEN 
und WIcKE eingefiihrt und ihre Konsequenzen iiberpriift, im zwélften die Theorie 
der Mischung starker Elektrolyte Von ONSAGER und Fvoss entwickelt. 

Der «Falkenhagen» diirfte mit der neuen Auflage seinen angestammten 
Platz weiterhin behaupten, wozu nicht wenig auch die Ausfiihrlichkeit von Auto- 
ren- und Inhaltsverzeichnis und eine enzyklopadisch anmutende Zitatenfiille bei- 
tragen. W. Baumgartner 


Elements of Statistical Mechanics. Von D. TER Haar (Rinehart & Co., 
Inc., New York 1954). 468 S., 56 Fig.; $8.50. 

Von den zahlreichen Biichern iiber statistische Mechanik gibt es keines, das 
so wie dieses zur Einfiihrung in das ganze Gebiet der klassischen wie der Quanten- 

statistik geeignet ist und ausser den Grundlagen noch einen so weiten Bereich 
-von Anwendungen bringt. Von diesen seien, ohne Vollstandigkeit der Aufzahlung, 
als Beispiele angefiihrt: Virialentwicklung der Zustandsgleichung, Transportpha- 
nomene in Metallen, Halbleiter, Kooperativphanomene (Ising-Modell, ONSAGERS 
exakte Loésung im zweidimensionalen Fall), statistische Methoden der Kern- 
physik, Gleichgewichtstheorie des Ursprungs der chemischen Elemente. 

Die mehr prinzipiellen Fragen tiber das H-Theorem und die irreversiblen 
Prozesse sind in Anhangen etwas kiirzer behandelt. Ein kleiner Sch6nheitsfehler 
des ausgezeichneten und vom Referenten aufs warmste empfohlenen Buches sei 
noch bemerkt: das «principle of detailed balancing» gilt in Wahrheit in der 
Quantenstatistik ebensowenig allgemein wie in der klassischen Statistik, sondern 
nur in der ersten Naherung der Stérungstheorie fitz die Ubergangswahrschein- 
lichkeiten. Das H-Theorem gilt auch hier unter allgemeineren Bedingungen, 
analog zu BoLtzManns Zyklen in der klassischen Statistik. W. Paul 


Theorie der chemischen Bindun¢ auf quantenthecretischer Grundlage. 
Von H. Hartmann (Springer-Verlag, Berlin 1954). 357 S., 53 Abb.; DM 46.80 und 
49.80. 

Das Buch gliedert sich in drei ungefahr gleich grosse Hauptabschnitte. Der 
erste Abschnitt bringt die quantenmechanischen Grundlagen fiir die Theorie der 
chemischen Bindung. In konzentrierter Form und daher nicht tiberall leicht lesbar 
wird der Leser mit dem im Rest des Buches verwendeten Formalismus, den grup- 
pentheoretischen Hilfsmitteln, den Naherungsmethoden und den hauptsachlichen 
Ansatzen fiir die Mehrelektronen-Eigenfunktionen bekanntgemacht. 

Im zweiten Drittel folgt die Anwendung auf Grundprobleme der chemischen 
‘Bindung (Wasserstoffmolekiilion und Wasserstoffmolekil), an Hand derer die 
‘beiden hauptsdchlichen Naherungsverfahren, die Methode der Valenzstrukturen 

und die Methode der Molekiilzustande ausserordentlich klar erlautert und kritisch 
_gegeneinander und gegen feinere Nadherungen abgewogen werden. a 

~ “Der dritte Teil enthalt Anwendungen der Theorie auf kompliziertere Molekiile 
und den Vergleich mit der Erfahrung. Man freut sich an der allerorts gesunden 
Kritik des Autors, der sich, stets des Grades der theoretischen Naherung bewusst, 
nirgends zu Spekulationen hinreissen lasst, zu denen das grosse vorliegende 
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Tatsachenmaterial die Theoretiker so leicht verfiihrt. Hypothetisches und Halb- 
empirisches ist jeweils klar als solches dargestellt und behandelt. An einigen — 
Stellen wiirde man statt der Literaturangabe etwas grossere Ausfiihrlichkeit 
wiinschen, muss sich aber zufrieden geben, wenn man im Vorwort liest, dass der 
Verfasser keine Monographie, sondern ein Mittelding zwischen einer solchen und 
einem Lehrbuch zu schreiben beabsichtigte. 

Gesamtanlage und Haltung des Werkes sind somit mehr auf das. Prinzipielle 
als auf die Erfassung méglichst vieler chemischer Tatsachen ausgerichtet. Es 
wendet sich daher weniger an den praparativen Chemiker als an Physiker und 
theoretische Chemiker. Fiir diese bildet es eine ausserordentlich wertvolle Hilfe. 

H. Labhart 


Einfiihrung in die technische Mechanik. Von Istavan SzaBo (Springer- 
Verlag, Berlin 1954). 383 S., 484 Abb.; DM 19.50, Ganzleinen DM 22.50. 

Das vorliegende Buch ist aus der Absicht entstanden, dem Studierenden der — 
Ingenieurwissenschaften am Beginn seines Studiums rasch diejenigen mecha- 
nischen Kenntnisse zu vermitteln, die er fiir seine weiteren Studien braucht. Das 
im Hinblick auf dieses Ziel ausgewdhlte Stoffgebiet umfasst die Elemente der 
Vektorrechnung, die analytische und graphische Statik des starren Korpers und ~ 
der Systeme starrer Kérper sowie des Seiles, die Festigkeitslehre des Balkens, { 
die Dynamik des starren Korpers, lineare Schwingungen mit einem Freiheitsgrad, _ 
Stossprobleme sowie je ein Kapitel iiber Hydro- und Ahnlichkeitsmechanik. Der 
bewusste Verzicht auf strenge Systematik und die gestraffte Darstellung der 
weitergehenden Abschnitte erlauben dem Verfasser, trotz des umfangreichen 
Stoffes, die grundlegenden Teile in solcher Ausfiihrlichkeit zu behandeln, dass 
das Buch fiir den Anfanger noch bequem lesbar ist. Das Verstandnis der Theorie 
wird dem Lernenden auch durch die klaren Figuren und die zahlreichen inter- 
essanten Ubungsaufgaben erleichtert. H. Maag — 
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Astronautica Acta. Offizielles Organ der Internationalen Astronautischen 
Féderation (Springer-Verlag, Wien); erscheint vierteljahrlich; Jahresbezugspreis © 
sFr. 37.20. Vol. I (1955); Fasc. 12.60°S,, 10 Abbvund 7 fab; 

Die Internationale Astronautische Féderation (IAF) hat ein erstes Heft ihres 
Publikationsorgans herausgegeben. Die vierteljahrlich zu erscheinende Zeitschrift 
soll, laut der Zielsetzung der IAF, iiber die Forschungsresultate der nationalen 
astronautischen Gesellschaften berichten und dadurch — nach Méglichkeit — einer — 
Koordinierung der Arbeiten dienen. | 

Nachdem die Astronautik aus dem Stadium der Phantasievorstellungen, iiber 
die Pionierarbeiten der Raketentechnik, immer mehr in das Feld der Realitaten 
ruckt, zieht sie zunehmend gréssere Forschungskreise in ihre Bahnen. Dem noch 
fernen Ziel — einer Raumfahrt — geht eine grosse Anzahl von Problemen und Auf- _ 
gaben auf allen Gebieten der modernen Wissenschaften voraus, die bis in die 
Grundlagenforschung reichen. Vielerorts wird eine sehr seridse Arbeit geleistet, ; 
wobei die erreichten Resultate nicht nur direkt der Astronautik dienen, sondern 
dariiber hinaus ganz allgemein der Wissenschaft und der Technik zugute kommen. ; 

Die vorliegende Publikation darf als Beweis dafiir angesehen werden. Als — 
Herausgeber und Fachbeirat zeichnen anerkannte Wissenschaftler und Fach- : 
leute aus verschiedenen Landern. Mit einem Vorwort von Prof. Dr. Werke 
VON Braun (Huntsville, USA.) iiber die Aussichten der Astronautik versehen, 


von 


ed 


bringt das Heft zundchst eine Abhandlung «Die Erforschung der Initialvorgange 
bei Verbrennungsprozessen» von Dr. IRENE SANGER-BREDT (Stuttgart, Deutsch- 
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land), S. 3-31. Darin wird der Mechahismus der exothermen Reaktionen bei ein- 
zelnen Molekiilstéssen betrachtet, die bisherigen experimentellen Verfahren zum 
Studium dieses Problems werden besprochen, und als Schlussfolgerung wird ein 
«Vorschlag zur Anwendung der Molekularstrahlmethode auf die Messung der 
Energietransformationen bei Reaktionsstéssen» unterbreitet und begriindet. — 
H. STRUGHOLD (Randolph Air Force Base, Texas, USA.) behandelt im Aufsatz 
«Space Equivalent Conditions Within the Earth’s Atmosphere Physiological 
Aspects», S. 32-40, die physiologischen Fragen der Raumfahrt, wie zum Beispiel 
Sauerstoffmangel, Kochen der Korperfliissigkeiten, «Nullschwere», dann Auf- 
treten kosmischer Strahlung, Einfall der Meteoriten usw. Diese Bedingungen 
wurden bei den heutigen Fliigen bemannter Raketen bereits angetroffen und 
stellen somit ein aktuelles Problem dar. — Eine Optimalbetrachtung iiber die 
Richtungssteuerung des Raketenschubes zwecks maximaler Energiezunahme der 
Nutzlast enthalt der Aufsatz von D. F. LawpEn (Birmingham, England) «Opti- 
mal Programming of Rocket Thrust Direction», S. 41-56. Die Raketenbewegung 
wird in der Atmosphare unter Einwirkung des Schwerefeldes und im Vakuum 
behandelt. — Der letzte Beitrag, «Uber den Nachweis von schweren Primaren der 
kosmischen Strahlung mittels einer Farbstoffmethode», von Prof. Dr. J. Euc- 
STER (Universitat Ziirich, Schweiz) gibt eine interessante Neuerung aus der Mess- 
technik der kosmischen Strahlen bekannt, die es erlaubt, bei biologischen Unter- 
suchungen die Photoplatten zu umgehen. — Neun weitere Berichte iiber Arbeiten 
auf den Gebieten der Raummechanik, der Verbrennungs- und Antriebsfragen, 
der kosmischen Strahlung und tiber die Meteoriten sind angekiindigt. 

Diese Publikation der IAF prasentiert sich in einer sorgfaltigen und angenehm 
ansprechenden Form. Man méchte hoffen, dass sie die verdiente Beachtung 
findet und dass die weiteren Hefte ebensoviel interessantes Material enthalten 
werden. Zb. Plaskowsk1 


The Inelastic Behavior of Engineering Materials and Structures. Von 
ALFRED M. FREUDENTHAL (John Wiley & Sons, New York 1950). 587 S., 191 Fig. ; 
$9.50. 

Das unelastische Verhalten unserer Bau- und Werkstoffe gehért wohl zu den- 
jenigen noch zu lésenden Problemen, in denen die in der Literatur gedusserten 
Auffassungen und Hypothesen besonders stark divergieren. Es ist deshalb ein 
Verdienst von Prof. M.FREUDENTHAL, in seinem Buche die verschiedenen 
«Theorien» im Gebiete der Plastizitat und der Brucherscheinungen einschliesslich 
des Traglastverfahrens vergleichend dargestellt zu haben. Das Buch, das auf das 
technische Endziel der Tragwerksbemessung orientiert ist, kann beim heutigen 
Stand der Erkenntnisse selbstverstaindlich keine abschliessende Lésung des be- 
handelten vielschichtigen Problemkomplexes geben, aber es stellt durch den 
gegebenen umfassenden Uberblick ein wertvolles Hilfsmittel dar, von dem aus 
eine zukiinftige Abklarung wesentlich geférdert werden kann. F, Stiissi 


: Magnetic Cooling. Von C.G.B. GARRETT (Harvard University Press, John 
‘Wiley & Sons, Inc., New York 1954). X + 1105., 13 Fig.; $4.50. 

In meist leicht zu lesender und fliissig geschriebener Form werden die Grund- 
ziige von Theorie und Technik der Erzeugung von Temperaturen unter 1° Kelvin 
‘mittels magnetischer Kiihlung dargestellt. Der beschrankte Umfang des Buches 
erlaubt natiirlich nicht ein Eingehen auf Einzelheiten, speziell praktischer Natur; 
laufend angegebene Arbeiten der Fachliteratur erleichtern aber ein weiteres Ein- 
‘dringen in Detailfragen. Kapitel I illustriert die Griinde, die eine Forschung bei 
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tiefster Temperatur genau so berechtigt erscheinen lassen wie eine solche bei 


> 


| 
(biologisch) normalen oder sehr hohen Celsiusgraden. In Kapitel II wird die™ 
Technik, in Kapitel III die Thermodynamik magnetischer Kihlung besprochen, ; 
Kapitel IV diskutiert Messung von Temperaturen und spezifischer Warme. Die~ 
Kapitel V und VI bringen als Hauptobjekt Theorie von und Messergebnisse an 
paramagnetischen Stoffen. Die beiden letzten schliesslich behandeln Kooperativ- _ 
effekte in paramagnetischen Salzen, verursacht durch Dipol-Dipol- und Aus- 
tauschwechselwirkung, dann abschliessend und nur summarisch Eigenschaften 
des Heliums unterhalb 1° Kelvin, Supraleitfahigkeit in Metallen und Anwendung © 
in der Kernphysik (Bestimmung von magnetischen Kernmomenten). 3 
W. Baumgariney 


Handbook of Experimental Stress Analysis. Herausgegeben von M. H=e== 
tény1 (John Wiley & Sons, New York 1950). 1077 S.; $15.—. ; 

Die vorliegende Monographie iiber «Experimentelle Spannungsuntersuchung» 
ist ein «Vielmannerbuch», das dank einem durch den Herausgeber, Prof. M. HE- ‘ 
TENYI, geschickt aufgestellten Programm und durch vorziigliche Auswahl der zu- | 
standigen Mitarbeiter zu einem vorbildlichen Beispiel einer solchen technischen . 
Anthologie iiber ein bestimmtes Fachgebiet geworden ist. In achtzehn Kapiteln 
und drei Anhangen werden die Grundlagen, Hilfsmittel und wichtigsten Ergeb- — 
nisse der Versuchstechnik im Gebiete der Festigkeitslehre auf 1060 Seiten ein- 
gehend und umfassend dargestellt. Durch die Aufteilung des Stoffes auf die fiir 
die einzelnen Teilgebiete besonders ausgewiesenen und damit zustandigen Bear-— 
beiter wird erreicht, dass alle wichtigen Einzelfragen des behandelten =o a 
bietes, das heute in seiner Vielfalt von einem Einzelnen kaum mehr beherrscht ~ 
werden kann, entsprechend dem neuesten Stand der Erkenntnisse und der Tech- ~ 
nik behandelt sind. Der Reichtum des Inhalts sei durch einige Stichworte wenig- — 
stens angedeutet: nach einer Darstellung der mechanischen Eigenschaften von — 
Bau- und Werkstoffen werden die wichtigsten Verfahren und Methoden der 
Materialpriifung, die mechanischen, optischen und elektrischen Verfahren der — 
Spannungsmessung und die Grundztige einer Beurteilung der Spanungszustanaia 
als Grundlage zur Bemessung der Tragwerke dargestellt. Im Anhang werden in 
drei Abschnitten die theoretischen Grundlagen der Modellmechanik sowie den 
Fehler- und Ausgleichsrechnung behandelt; ein eigentliches Kabinettstiick ist die — 
meisterhafte Darstellung der Grundziige der Elastizitatstheorie durch den Alt- 
meister der technischen Mechanik, S.TrmosHENKO. Das hervorragende Buch — 
wird ein unentbehrliches Nachschlagewerk werden fiir alle Ingenieure, die sich 
mit der Versuchsforschung im Gebiete der Festigkeitslehre beschaftigen. 

F. Stiissi 


Ernst Abbe. Von N. GinTHER (Wissenschaftliche Verlagsgesellschaft i 
Stuttgart 1951). 203 S., 21 Abb.; DM 9.80. t 

Das in der Sammlung «Grosse Naturforscher» in zweiter Auflage erschienene ~ 
Buch vermittelt ein ausfiihrliches und aufschlussreiches Lebensbild des ae 
Physikers, Industrieunternehmers und zukunftweisenden Soziologen. 

Durch C. Zeiss, den Griinder der nachmaligen Weltfirma, wurde ABBE 
(1840-1905), damals Privatdozent fiir Mathematik in Jena, auf die optischen 
Probleme aufmerksam gemacht. Wahrend die damalige Herstellung von Mikro- — 
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Glaser mit bestimmten optischen Eigenschaften als besonders giinstig. Da die 
Glashitten ABBEs diesbeziigliche Anregungen nicht beachteten, griindete er mit 
O. Scnott die Jenaer Glashiitte Schott & Gen., die bald fiihrend wurde. 

Aus der kleinen Mechanikerwerkstatt war inzwischen eine Weltfirma gewor- 
den. Nach dem Ableben von C, Zrtss und dem Ausscheiden seines Sohnes war 
ABBE praktisch alleiniger Inhaber der Zeiss-Werke. Durch Errichtung der Zeiss- 
Stiftung vermachte er jedoch schon zu Lebzeiten praktisch sein ganzes Vermégen 
dem Werk und der Universitat Jena. R. Stettler 


Materie als Feld. Von F. Hunp (Springer-Verlag, Berlin 1954). 418 S., 
40 Abb.; DM 48.—/52.-. 

Das vorliegende Werk behandelt die Feldtheorie der Materie. Das partikel- 
hafte Verhalten wird erst abgeleitet mit Hilfe der Quantentheorie. Der sonst 
uibliche Weg vom Elementarteilchen zum Feld wird also umgekehrt durchlaufen. 
So ergibt sich manches Resultat auf eine ungewohnte und darum originelle 
Weise. Daraus sowie durch abgewogene Verteilung von Formalismus und physi- 
kalischer Durchleuchtung bringt das Buch ein wesentlich vertieftes Verstandnis 
der mathematischen Formulierungsmoéglichkeiten von Dingen wie Ladung, Spin, 
Atomismus usw. Besonderen Nutzen diirfte es als Parallel- oder kurz nachfolgende 
Lektiire beim Studium der bekannten Werke iiber die Quantentheorie der Wel- 
lenfelder haben. 

Ausgehend vom elektromagnetischen Feld als Vorlage wird das anschauliche 
Wellenbild der Materie besprochen. Das unanschauliche des Wellenbildes, die 
Partikel, ergibt sich bei der nachfolgenden Besprechung der Quantelung. An- 
schliessend folgt Diskussion von Spin und Kopplung verschiedener Materiefelder. 
Zuletzt werden die verschiedenen Teilchensorten und ihre Umwandlung ineinan- 
der studiert. Als Einfiihrung tritt das Buch nicht auf Fragen und neue Ergebnisse 
‘der Theorie (Divergenzschwierigkeiten, Renormierung) ein. W. Baumgartner 


| Probleme der Plastizitétstheorie. Von W. PRAGER (Birkhauser, Basel und 
Stuttgart 1955).100 S., 52 Abb.; Fr. 12.50. 

Das Buch stellt die Niederschrift von Gastvorlesungen ‘dar, die der Verfasser 
im Wintersemester 1954/55 an der ETH iiber ausgewahlte Probleme der Plasti- 
zitatstheorie gehalten hat. Die Auswahl des Stoffes war dabei zum einen Teil 
durch das Forschungsinteresse des Vortragenden, zum anderen durch seinen 
Wunsch bestimmt, Uberschneidungen mit an der ETH vertretenen Forschungs- 
tichtungen zu vermeiden. 
; Im ersten Abschnitt werden kinematische Modelle entwickelt, welche das 
Verhalten der verschiedenen Formen des ideal-plastischen Stoffes anschaulich 
zu verfolgen und die Theorie des plastischen Potentials geometrisch zu inter- 
pretieren gestatten. os 
Im zweiten Abschnitt werden als cinfache Beispiele elastisch-plastische Fach- 
werke diskutiert und an ihnen die Extremalprinzipien der Plastizitatstheorie 
sowie die Begriffe der Tragfahigkeit und des Anpassungsvermogens entwickelt. 
Der dritte Abschnitt ist dem Traglastverfahren gewidmet. Zunachst werden 
die beiden Fundamentaltheoreme, auf denen es beruht, in aller Allgemeinheit 
abgeleitet. Sodann wird an verschiedenen Beispielen (Rahmen, Platten, Zylinder- 
schalen) gezeigt, wie mit ihrer Hilfe die Traglast eingeschrankt werden kann. 
Im letzten Abschnitt behandelt der Verfasser endliche plastische Formande- 
rungen. Dabei werden vor allem ebene Fliessvorgange und ihre Behandlung 


durch gleichzeitige Konstruktion in der physikalischen, der Spannungs- und der 
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Geschwindigkeitsebene erlautert, wobei besondere Sorgfalt auf die Bedinguag 
positiver Dissipationsleistung gelegt wird. Als Beispiele werden stationare (Zieh= 
prozesse) und pseudostationaére Vorgange (Eindringen eines Keils in den pla- 

i lbraum) besprochen. a 
phen tao ist oe geschrieben und bei aller grundsdtzlichen Scharfe 
stets auf die praktischen Anwendungen hin ausgerichtet. Es gibt einen ausge- 
zeichneten Uberblick iiber die technischen Méglichkeiten, die uns heute schon 
zur Verfiigung stehen. Besondere Erwahnung verdient die sorgfaltige Dokumen- 
tation, die indessen nicht dariiber hinwegzutauschen vermag, dass zahlreiche 
entscheidende Beitrage (in einigen Fallen hier erstmals publiziert) dem Verfasser 


zu verdanken sind. H. Ziegler 


An Introduction to Electronic Analogue Computers. Von C. A. Ag 
Wass (Pergamon Press Ltd., London 1955). 237 S., 149 Fig.; 40s. ‘ 

Das Buch befasst sich hauptsdchlich mit elektronischen Integrieranlagen und 
ihrer Anwendung bei der Lésung («simulation») von Schwingungsproblemen, 
Hauptteil einer solchen Anlage ist ein in vielen Exemplaren vorhandener Gleich- 
stromverstarker, der als Integrator oder als Addierglied geschaltet werden kann, 
_ Fiir diesen Verstaérker sind zahlreiche Ausfiithrungsformen gegeben, und das 
schwierige Problem der Stabilisierung ist einlasslich behandelt. Fiir die Multipli- 
kation und die Erzeugung von Funktionen sind verschiedene elektronische soa 
elektromechanische Methoden erlautert. Eine Anzahl von Anwendungsbeispiele 
und eine Beschreibung einiger bestehender Rechenanlagen erganzen das ea 
dessen Studium fiir Erbauer wie fiir Benutzer von Analogierechengeraten lohnend 
ist. Alors Speiser 


Ricci-CGalculus. An Introduction to Tensor Analysis and its Geometrica 
Applications. 2. Auflage. Von J. A. SCHOUTEN (Springer-Verlag, Berlin, Gottingen 
und Heidelberg 1954 [ Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band10]). 
XX + 516 S., 16 Fig.; 58.60 DM. | 

Die erste Auflage von ScHouTENS Ricci-Kalkiil erschien vor gut dreissi 
Jahren. Seither hat diese Methode — weitgehend auch durch die zahlreichen Un- 
tersuchungen des Verfassers selbst — einen viel grésseren Anwendungsbereich: 


gefunden und manche Verfeinerungen erfahren, so dass die zweite Auflage zu_ 
einem vollstandig neuen Buch geworden ist, das den mannigfachen Fortschritte 7 
Rechnung tragt. Es ist hier nicht méglich, auf alle Anderungen und Neweraelll 
einzugehen. Um einen Uberblick iiber den Inhalt des Bandes zu geben, seien 
wenigstens die Kapiteliiberschriften angegeben. I. Algebraic preliminaries. II. Ana- 
lytic preliminaries. III. Linear connexions. IV. Lie groups and linear connexions. 
V. Imbedding and curvature. VI. Projective and conformal transformations o 
connexions. VII. Variations and deformations. VIII. Miscellaneous examples. _ 

Diese Einfiihrung ist ein glanzendes Lehrbuch des Ricci-Kalkiils in seiner 
modernen Form. Die Formulierung ist knapp und klar, die Bezeichnungen sind 
ausserst tibersichtlich, und konsequent wird die Kern-Index- Symbolik verwendet 
Dem Buch ist als eine sehr wertvolle Erganzung ein eingehendes, wenn auch nicht 
volistandiges (was fast nicht mehr méglich ist) Literaturverzeichnis von fast 
100 Seiten mit gegen 1400 Titeln beigefiigt. Schliesslich verdient auch der sorg- 
faltige und iibersichtliche Druck besonders hervorgehoben zu werden, denn bei 
der grossen Zahl von Indizes stellt dies ganz erhebliche Anforderungen, — Damit 
wurde vom Verfasser wieder ein modernes Standardwerk iiber den Ricci-Kalkiil 


geschaffen, das eine erhebliche Liicke in der Literatur ausfillt und die besten 
Dienste leisten wird, " “BoPoth-Desweeiin 
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